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1  Einleitung

Im Folgenden soll der Spannungsverlauf auf einer Zweidrahtleitung, in die eine harmo-
nische Schwingung eingespeist wird, mathematisch nachvollziehbar beschrieben werden.
Vorausgesetzt wird der elementare Umgang mit komplexen Zahlen.

Wenn die linke Seite einer Gleichung durch die rechte definiert werden soll, verwenden wir
wie in der Mathematik iiblich vor dem Gleichheitszeichen einen Doppelpunkt. Beispiel:
f(x):=sin(27rx). /=1 wird in der Mathematik meist mit i bezeichnet. Wir verwenden
jedoch stattdessen j wie in der Elektrotechnik iiblich.

Eine reellwertige harmonische Schwingung ist eine Funktion der Gestalt
f(t) = Asin(wt+¢) mitt € R

Dabei sind A, w, ¢ und ¢ reelle Zahlen. A > 0 heilt Amplitude, w Kreisfrequenz (= 27
mal Frequenz) und ¢ Phasenverschiebung. Im Folgenden wird die Variable ¢ als Zeit
interpretiert.

Weil sich sin und cos nur durch eine Phasenverschiebung um 7 unterscheiden, kann
man f auch in der Form f(t) = A cos(wt + 1) schreiben mit entsprechend gednderter

Phasenverschiebung .

Die folgenden Uberlegungen lassen sich viel iibersichtlicher formulieren, wenn man zu
komplexwertigen harmonischen Schwingungen iibergeht. Das liegt daran, dass die kom-
plexe Exponentialfunktion die einfache Funktionalgleichung e®*® = e®¢? fiir beliebige
komplexe Zahlen a, b erfiillt. Sie ist viel einfacher als die Additionstheoreme fiir sin und
cos, die sich aber daraus herleiten lassen, wenn man zu Real- und Imaginarteil iibergeht.

Damit gilt ‘
et = cos(wt) + j sin(wt)

Eine komplexwertige harmonische Funktion ist eine Funktion der Gestalt
g(t) = AedWtte) — A pdvpiwt

Dabei sei wieder A > 0. Die komplexe Zahl A e’# heift die (komplexwertige) Ampli-
tude; ihr Betrag ist A. Die Phasenverschiebung ist also in den Winkel der Amplitude
verschoben wurden. Das hat im Folgenden den rechentechnischen Vorteil, dass man
bei der Analyse linearer Systeme nur diese komplexen Amplituden betrachten muss; der
eigentliche Schwingungsanteil ¢/“? ist in allen Ausdriicken derselbe. Zu einer reellwerti-
gen Schwingung kommt man zuriick, indem man den Real- oder Imaginarteil bildet.
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2 Die Paralleldrahtleitung

Untersucht wird der Spannungsverlauf auf einer Zweidrahtleitung, die an einer Stelle mit
einer komplexen harmonischen Schwingung gespeist wird.

1(x,t)

U(x,t)

Es sei U(x,t) die Spannung zwischen den beiden Drahten an der Stelle = zum Zeitpunkt

t und analog I(z,t) der Strom, der zum Zeitpunkt ¢ an der Stelle x im oberen Leiter
flieBt.

Wenn an einem Ende der Leitung eine Spannung mit zeitlichem Verlauf ¢/“! angelegt
wird, kann man experimentell messen, dass nach einer Einschwingzeit an jeder Stelle z
der Spannungsverlauf ebenfalls eine harmonische Schwingung mit Kreisfrequenz w ist,
allerdings kann die Amplitude vom Ort x abhdngen. Bezeichnet man diese Amplitude
an der Stelle x mit U(x), so gilt

Uz, t) = Ulx)e

Analoge Uberlegungen kann man fiir den Strom I anstellen und erhilt die Darstellung
I(x,t) = I(z)e’"

wobei I(z) die Amplitude der Stromschwingung an der Stelle x ist.

Um den Amplitudenverlauf U und I langs der Leitung zu analysieren, werden wie iiblich
in der Physik die Anderungen ndherungsweise berechnet, die sich aufgrund der physikalis-
chen Eigenschaften der Leitung (Widerstand, Induktivitit, Kapazitit) bei Ubergang von
x zu x + Az ergeben. Durch den (physikalischen!) Grenziibergang Az — 0 ergibt sich
dann:

Der Spannungsamplitudenverlauf U und der Stromamplitudenverlauf I langs der Leitung
erfiillen die Differentialgleichungen

dU
i = ol (1)
UL sy 2)

dz
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und folglich die beiden gewdhnlichen Differentialgleichungen

d*U
@ = ’VQQ (3)
d?I
@ = ’721 (4)

Dabei sind o und 3 komplexe Zahlen, die sich aus den physikalischen Eigenschaften der
Leitung berechnen lassen, und v = v/af. Esist a = R + jwL’ und 8 = G’ + jwC";
dabei sind R, L', G', C’ die Dichtewerte (auch Belag genannt) entlang der Leiter von
Widerstand und Induktivitdt eines Leiters bzw. Querleitwert und Kapazitat der Leiter
zueinander.

Im Falle einer verlustfreien Leitung sind R = 0 und G’ = 0, so dass

a = jwl' und f = jwC" und v = jwv L'C"

Losung

Wir definieren die zwei Funktionen
ff@)=¢e" und [ (z)=e "
Satz

Eine Funktion f ist genau dann eine Lsung von (3)
&?f
Gz =7

wenn es komplexe Zahlen a und b gibt, so dass

f@)=a - f"(x) + b f(z)
Angewendet auf den Spannungsamplitudenverlauf U langs der Leitung heiBt das:
U lasst sich als Superposition von e?* und e~ 7* darstellen. Analoges gilt fiir den Strom-
amplitudenverlauf.
Es gibt also komplexe Zahlen wy,, u,, iy, i, so, dass fiir den Spannungsamplituden- bzw.
Stromamplitudenverlauf gilt

Ulr) = up - + u, e ke (5)
l(x) = 1 e’ 4+ . -efpykm (6)
Fiir den Spannungs- bzw. Stromverlauf gilt somit
U(:L’,t) = wuy e’ eJwt + u, e kT it (7)
I(l‘,t) = Z.h .el® ejwt + Z.r X 6—'ykx ejwt (8)

Wie wir spater iiberlegen werden, ergeben sich die Werte uy,, u,, i, 7, aus den Randbe-
dingungen am Anfang und Ende der Leitung.
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3 Wellen

Wir leiten eine anschauliche Interpretation der beiden Summanden in (7) her.
Dazu nehmen wir ab jetzt an, dass die Leitung verlustfrei ist.
Dann ist v = jwv L'C’. Wir definieren k:= v/ L'C", also v = jwk.

Aus physikalischen Uberlegungen, auf die wir nicht niher eingehen folgt, dass auf einer
verlustfreien Leitung ; die Geschwindigkeit ist, mit der sich eine elektromagnetische
Schwingung langs der Leitung fortpflanzt.

Der komplexe Spannungsverlauf U(x,t) auf der Leitung hat dann die Gestalt
Uz, t) = uy P u, .o dwkz jwt
wobei u;, und u, komplexe Zahlen sind.

Fiir eine anschauliche Interpretation der Anteile

ejwka: ejwt und e—jwlm eth
gehen wir jetzt zum Realteil iiber.
Re(ejwkm ejwt) _ Re(ejw(k:ert))
cos(w(kx + t))

Analog folgt

Re(e 9k ¢4t) = cos(w(—kx + 1))

Zu jedem Zeitpunkt ¢ sind cos(w(kx + t)) und cos(w(kxz — t)) die momentanen Span-
nungsverldufe in Abhangigkeit von z langs der Leitung. Wenn ¢ zunimmt, bleibt die
Kurvenform erhalten, sie wird lediglich verschoben, und zwar im Fall cos(w(kz + t)) in
negative z-Richtung und im Fall cos(w(kz — t)) in positive z-Richtung. Daher spricht
man von einer hinlaufenden und einer zuriicklaufenden Welle.

Welche als hinlaufend und welche als zuriicklaufend bezeichnet wird, hangt davon ab,
welche Richtung die positive z-Richtung ist. Spater werden wir sehen, dass es vorteilhaft
sein kann, das Ende der Leitung, wo der Verbraucher angeschlossen ist, als Nullpunkt
der z-Achse zu wahlen und die positive z-Richtung zum Anfang der Leitung zeigen zu
lassen.
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Die Koeffizienten wu; und u, bewirken lediglich, dass die beiden Grundwellen ein wenig
in der Phase verschoben sind und ihre Amplituden unterschiedlich sein kdnnen. Auf die
anschauliche Interpretation als wandernde Sinuskurven hat das keinen Einfluss. Allerdings
kann sich das Aussehen der Superposition gewaltig dndern.

Beispiel:
Fir u, = uj, > 0 ergibt sich
Ulx,t) = uy, (77 4 e79M) 39 = 2y, cos(wkx) e/

also
Re(U(z,t) = 2uy, cos(wkx) cos(wt)

Anschaulich bedeutet das: An jeder Stelle x ist der zeitliche Spannungsverlauf eine
harmonische Schwingung, deren Amplitude nur vom Ort x abhdngt. Es gibt also keine
wandernde Welle, sondern nur eine sogenannte stehende Welle.

Wellenwiderstand

Wir definieren die Funktionen

Uy(x):=up e und U, (7)=u, e Ik
Es gilt
dU, dU
— = U d =r _ _ U
dz T un dz s

Setzt man das in Gleichung (1) ein, so ergibt sich fiir die Stromamplitudenverlufe
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Deshalb nennt man Z den Wellenwiderstand der Leitung. Fiir eine verlustfreie Leitung,
wie wir sie angenommen haben, ist Z reellwertig.
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4 Reflexionen

Der Spannungsverlauf auf einer Leitung hidngt davon ab, was an Anfang und Ende der
Leitung angeschlossen ist. Dadurch werden die beiden Parameter u;, und wu, bestimmt
in der Darstellung

U(IL’,t) = uy - ejwkm ejwt + o, - efjwk:m ejwt
— (uh . ejwkm +u, - efjwk:c) ejwt
= U)o

Wir betrachten eine Leitung, bei der an einem Ende eine Impedanz W, der sog. Ver-
braucher, angeschlossen ist. Dort wahlen wir den Nullpunkt der z-Koordinate. Am
anderen Ende sei eine Spannungsquelle mit Kreisfrequenz w angeschlossen. Die posi-
tive x-Richtung zeige vom Verbraucher zur Quelle. Wir setzen wieder voraus, dass die
Leitung verlustfrei ist.

Wq Quelle

Y

Wegen e? = 1 gilt fiir die Spannungsamplitude bei z = 0
U(0) = up + u, (10)
und fiir die Stromamplitude entsprechend
1(0) = ip + ir (11)
Aus dem Ohmschen Gesetz folgt
Wo1(0) = U(0) = up, + u, (12)
und mit (10) bzw. (11) ergibt sich
Z-1(0) = Z - (1,(0) + L,(0)) = U, (0) = U,.(0) = up — uy (13)
Durch Addition bzw. Subtraktion der Gleichungen folgt

10)- (Wy+2) = 2u,
10)- Wy —2) = 2u,
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und schlieBlich
Uy . WO -7

T T Wotr Z

Diese komplexe Zahl r wird Reflexionsfaktor der Impedanz W beziiglich der Referenz-
impedanz Z genannt wird.

Somit gilt fiir die Spannung zum Zeitpunkt ¢ an der Stelle =

Uz, t) = (upe?* + ruy e 90) vt

= ejwk:v<1 + T€f2jwk:c> ejwt (14)

Fazit Die Spannungsverteilung U(x, t) auf der Leitung ist durch die Abschlussimpedanz
bis auf einen komplexen Faktor wu; bestimmt. Sie ergibt sich durch Addition der sog.
hinlaufenden Welle w;, e7*%ei“t und der zuriicklaufenden Welle 1wy, e 7«k=ei“t Der
Faktor u;, wird durch die Amplitude und Phasenlage der Spannungsquelle gegeben.

Die Wirkleistungen P, der hinlaufenden und P, der zuriicklaufenden Wellen in der Ab-
schlussimpedanz sind jeweils proportional zum Quadrat der Amplitudenbetrage. Folglich
gilt

Py |u*

PT o ‘ur|2 _‘ |2

Beispiele
Fur W = Z gilt r = 0, d.h. die Amplitude der zuriicklaufenden Welle ist Null. Die
iibertragende Wirkleistung ist maximal.

Fir W = 0 ist r = —1 d.h. die Amplitude der zuriicklaufenden Welle ist das negative
der Amplitude der hinlaufenden. Anders ausgedriickt: Hin- und zuriicklaufende Welle
haben den gleichen Amplitudenbetrag, sind aber um 180 Grad phasenverschoben. Die
iibertragene Wirkleistung ist Null.

Fir W = oo, also offenes Ende der Leitung, gilt » = 1 also w, = w;. Die iibertragene
Wirkleistung ist Null.
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5 Impedanztransformation

Wir berechnen die Eingangsimpedanz W, einer verlustfreien Leitung der Lange = > 0,
wenn sie am Ende (bei x = 0) mit der Impedanz W, abgeschlossen ist.

In(14) wurde der Spannungsverlauf auf der Leitung berechnet. Den Stromverlauf kann
man dhnlich berechnen.

I(z,t) = (Ly(z)+ L (x)) ™"

1 .
— L) - vy
1 jwkx —jwkxy jwt
= 5 (up €% —u, e )e
1 jwkx —jwkz jwt
g E (Uh e — ToUp€E ) (&
Uh  jukz —2jwkx jwt
= ?ej (1 —rge @) el (15)
Aus (14) und (15) folgt
U(z,t) 1+ rg e 2iwhke
W, = = — 16
I(x,t 1 — rg e 2wk (16)

Dabei ist Z der Wellenwiderstand der Leitung und ro = {72=7 der Reflexionsfaktor der
Impedanz W, beziiglich des Wellenwiderstands 7 ist.

Weil die Eingangsimpedanz nicht nur von der Impedanz der Leitung, sondern auch von
der Lange der Leitung abhangt, hdngt auch der Eingangsreflexionstaktor von der Lange

ab.  Mit n:= e %“* ergibt sich aus (16) der Reflexionsfaktor r, der Impedanz W,
beziiglich Z zu

1+79m 1+79m
1—rgn 1—7rgm
L+ron—(1—ren)(1—1on)

(I+7ron+ (L —ron)(1 —ron)
—2jwkx

r. = (2 - 2)(z +2)7

= Tp€

Daraus folgt:
Der Betrag des Reflexionsfaktors |r,| ist ldngs der Leitung konstant.



DK3PK 11

Impedanztransformation durch eine Lambda/4-Leitung

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit v; einer elektromagnetischen Schwingung auf einer
Ubertragungsleitung ist % Sie ist kleiner als die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Fiir
eine Frequenz v ist dementsprechend die Wellenldnge auf der Leitung A, = “£ auch
kleiner als die Wellenlange im Vakuum. Somit gilt

1
wha =2rvke =2ny —x = 21—
Vr, )\L
A A
Fir =L folgt —QwkE =71
4 4
Beachtet man ¢=7™ = —1, so ergibt sich aus (16) fiir die Impedanz W am Anfang einer

verlustfreien 2-Leitung mit Wellenwiderstand Z, die am Ende mit W, abgeschlossen ist

1—7r
W o= 0
1 + To

1— Wo—Z2

— Wo+2

L+ sz

Wo+ Z — (Wy — Z)
Wo+ Z + (Wy — Z)
27

Das ist die bekannte Transformationsformel

W W, = 22
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6 Stehwellenverhaltnisse

Fiir den Begriff Stehwellenverhiltnis findet man unterschiedliche Definitionen.

1. Das Stehwellenverhiltnis SWR auf einer Ubertragungsleitung wird definiert als Quo-
tient aus dem Maximum von |U(x)| und dem Minimum von |U(x)| tiber alle Stellen
x |langs der Leitung. Dabei wird stillschweigend angenommen, dass die Leitung min-
destens die Lange \/4 hat; denn Maxima und Minima wechseln sich im Abstand
A\/4 ab. Es gilt

un| + Jur]

|un| — [ur]
|ur|

1+ [un

1 — [ur]

lun|

SWR =

2. Das Stehwellenverhiltnis v einer Impedanz W beziiglich einer Referenzimpedanz Z
wird definiert als

1+ |r|
v =
1—r|
wobei r der Reflexionsfaktor der Impedanz W beziiglich der Referenzimpedanz Z

ist.

Die zweite Definition bezieht sich nicht auf eine Ubertragungsleitung. Der Zusammen-
hang zur ersten ist Folgender: Auf einer Leitung, die am Anfang mit Z und am Ende
mit T/ abgeschlossen ist, ist der Wert v nach Definition 2 auch der SWR-Wert nach
Definition 1.

Ist W =b- R mit b >0, so gilt fiir den Reflexionfaktor  von W beziiglich R

W—-R b—-1
r = =
W+R b+1
Fir b > 1ist |r| = er—} und fiir das Stehwellenverhiltnis v ergibt sich
B U N s
IS T T =
" b+l
b1+ (b—-1)
b+ 1—(b+1)
= b
Fir b < 1ist |r| = —2;—} und es ergibt sich analog
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7 SWR-Messung

Richtkoppler

a c
hin R I:] I:] R zurlick
b d

An jeder Stelle induziert der Strom in den Drihten der Hauptleitung ein Magnetfeld, das
langs den benachbarten Drahten lokal eine Spannung und dadurch einen Strom induziert,
dessen Richtung dem induzierenden Strom in den Hauptleitungen entgegengesetzt ist.

Die hinlaufende Welle in der Hauptleitung erzeugt in der Koppelleitung eine Welle, die
vom Widerstand R zum offenen Ende liuft.

Die zuriicklaufende Welle in der Hauptleitung (vom Verbraucher zur Quelle) erzeugt
somit eine Welle in der Koppelleitung in entgegengesetzer Richtung, also in Richtung
des Abschlusswiderstandes R. Dieser Widerstand wird so gewahlt, dass diese Welle véllig
absorbiert wird. Folglich ist die Amplitude der Spannung zwischen den Anschliissen a und
b proportional der Spannungsamplitude u;, der hinlaufenden Welle auf der Hauptleitung.

Analog schlielt man, dass die Amplitude der Spannung zwischen ¢ und d proportional
der Spannungsamplitude w, der zuriicklaufenden Welle auf der Hauptleitung ist.

Nachteil: Die Ausgangsspannungswerte sind sehr frequenzabhiangig.

Bruene-Koppler

A 4‘>| A
0
Signal
quelle
R¢ Wo
Ur Yo
A
R
Uc U

Bruenekoppler-Prinzip

Wir betrachten im Folgenden stets nur die komplexen Amplituden der Spannungen und
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Stréme. Der Strom mit Amplitude [ induziert im Ringkern ein Magnetfeld, das in der
Sekundarwicklung eine Spannung induziert, die proportional zu I ist. Es gibt also eine
Konstante k, so dass Uy, = +xj wly. Das Vorzeichen dndert sich bei Vertauschen der
Enden der Sekundarwicklung am Ringkern.

Der Strom durch den Widerstand R hat somit die Amplitude

Jwkly

Ilp=+——
BT TRy jwL

wobei L die Induktivitdt der Sekundarwicklung ist.

Vereinfachende Annahme: Die weitere Rechnung vereinfacht sich wesentlich, wenn
man annimmt, dass wL viel groRer ist als R, und man den Wert von R im Nenner einfach
weglasst. Allerdings ergibt sich dadurch ein Fehler, der weiter unten betrachtet wird.
Wir rechnen hier also mit folgendem N&herungswert fiir Wert I weiter.

K
IR%iZIO

Wegen [, = g/—% erhalt man

K k R
Up = +RIlp = +R—1, = Uy ——
R R 710 OLWO

Die Spannung U ist dann
k R
U=U+Uy—=—
" LW,

Nun wird der Koppler kalibriert, indem man das Potentiometers auf U, = Uo7 einstellt,

was geht, wenn man # < 1 voraussetzt. Die Amplitude der Ausgangsspannung U ist

somit je nach Polaritdt der Ringkernsekunderwicklung

K

L

K R

R
(1+—) oder U= Uy 7 (1-— WO>

Ullz UO W
0

Fazit

1. U; ist genau dann Null, wenn die Lastimpedanz W, gleich R ist.

2. Wenn man den Koppler zweimal mit vertauschter Polaritit der Ringkernsekundar-
wicklung aufbaut und somit sowohl U; als auch U; messen kann, so kann man
daraus den Reflexionsfaktor von W, in Bezug auf R ausrechnen.

T:ﬁzl_wio:WO_R
Uy 1+% Wo+ R
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Symmetrischer Bruenekoppler mit DC-Ausgdngen

Signal
quelle

U, I A
TR T

Symmetrischer Bruenkoppler mit DC-Ausgangen

Ublicherweise baut man einen Bruenekoppler symmetrisch auf und richtet die Ausgangs-
spannungen gleich, so dass man also die Betrdge |U;| und |Us| der Amplituden misst.

Fazit

Aus |U;| und |Us| kann man den Betrag |r| des Reflexionsfaktors r von W), beziiglich R
bestimmen. Die Ausgangsimpedanz W} ist genau dann gleich R, wenn |Us| = 0.

Ist W, die Eingangsimpedanz einer Leitung mit Wellenwiderstand R, so ergibt sich daraus
gemal Abschnitt 6 das Stehwellenverhaltnis auf der Leitung. Es ist 1, wenn |Us| = 0.

Vorsicht! Wenn die Impedanz wL der Wicklung auf dem Ringkern in der GroBenordnung
von R liegt, ist die Bestimmung des Reflexionsfaktors und des Stehwellenverhaltnisses
aus |U;| und |Us| fehlerhaft.
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Genaue Rechnung und Fehlerbetrachtung
Es sei a := %. Dann gilt

Jwkly
R+ jwL

Jwrkly
wL (L +5)
B
L1
K ja
710
K

1+ ja
1
= -] 24
iz i)

Fir die Spannungen Uy bzw. U, ergibt sich analog zu der obigen approximativen Berech-
nung

U1|2 = UCiRIR
R Kk Uo

— UC :l: UO WOE (a,2 —|—ja> Wegen [0 — WO

_ UOE(H: ft_a

2 R
i3 Woltaz Wy 1+a

a K
) wegen U, = UOE

Fir die Betrage gilt

K R a2 2 R a 2
Uyl = Uy |~ (11— ) (— )
Utz = | °|L\/ Wy 1+ a2 + Wy 1+ a2

Um die Abweichungen der vom Bruenekoppler gemessenen Werte zu bestimmen, setzen
wir b := Y2, Fiir b > 1 ist b das Stehwellenverhiltnis, fiir b < 1 ist { das Stehwellen-
verhadltnis. Damit ergibt sich

a? a

|U2| (1 B %1+a2>2 + (%1+a2>2
o a? a

|U1| \ (1 + %1-{—@2)2 + %1-{—@2)2

b= ) + ()’

\ G 22 +

Dieser Wert ist der vom Bruenekoppler gemessene Wert || des Betrags des Reflexionsfak-

1 X .
1’:}:} Man kann nun fiir verschiedene

Werte von a = 2% die Abweichung zum wahren Wert b berechnen.

tors. Er entspricht dem Stehwellenverhiltnis v =
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In der linken Spalte stehen unterschiedliche Verhiltnisse b = % der angeschlossenen
Ausgangsimpedanz W, zum internen Referenzwiderstand R. Die dazu gehdrigen SWR-
Werte stehen in der zweiten Spalte. Die anderen Eintrdge in der Tabelle sind die SWR-
Werte, die der Bruenekoppler gemaR der Theorie in Abhangigkeit von dem Verhiltnis
a = % der Impedanz der Sekunddrwicklung am Ringkern zum Referenzwiderstand R
misst.

b true swr a=1 a=2 a=3 a=bh a=10
1 1 2,6 1,6 1,4 1,2 1,1
2 2 4,2 2,6 2,3 2,1 2,0
0.5 2 2,6 2,16 2,1 2,0 2,0
3 3 6,2 3,8 3,4 3,1 3,0
0,33 3 3,4 3,1 3,0 3,0 3,0
5 5 10 6,3 5,8 5,2 5,0
0,2 5 5,2 5,0 5,0 5,0 5,0

Fir a > 5 diirfte die Genauigkeit fiir die meisten Amateurfunkanwendungen ausreichen.
Man beachte aber, dass wL und damit a frequenzabhangig sind.
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