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Kapitel 1

Grundlagen der
Rechenzeitanalyse von
Algorithmen

1.1 Einleitung

Bei praktischen Anwendungen treten folgende Fragen auf:

e  Wie lange bendtigt ein Programm zur Losung eines Problems? Wieviel Speicher
benstigt es?

e  Wenn es zur Losung eines Problems mehrere Algorithmen gibt, welcher ist der
giinstigste (schnellste, speichersparsamste)?

Die Antworten hédngen stark von den konkreten Umsténden der jeweiligen Anwen-
dung ab wie z.B. der typischen Gréfie des Problems, den verwendeten Rechnern oder
Compilern. Trotzdem (oder gerade deshalb?) ist es sinnvoll, die Laufzeit von Algorith-
men theoretisch und moglichst unabhéngig von Maschinen und Programmiersprachen
abzuschitzen. Allerdings macht es natiirlich einen Unterschied, ob man Algorithmen
fiir einen Parallelrechner oder fiir einen Rechner mit nur einem Prozessor entwirft.
Wir werden zunéchst nur serielle Algorithmen betrachten d.h. Algorithmen, deren
Schritte strikt nacheinander (durch einen einzigen Prozessor) ausgefiihrt werden.

Um die Idee eines Algorithmus zu vermitteln, ist seine Realisierung in einer konkreten
Programmiersprache meist nicht sehr giinstig, weil so ein Programm zu uniibersicht-
lich ist. Stattdessen verwendet man lieber einen Pseudocode, der die iiblichen Schlei-
fenkonstrukte und Fallunterscheidungen imperativer Sprachen, aber nicht viel mehr
enthilt. Es gibt viele Spielarten von Pseudocodes; wir orientieren uns an der Syntax
von C. Allerdings werden wir abweichend von C auch Arrays verwenden, deren In-
dexbereich ein beliebiges Intervall [m...n] := {k € Z: m < k < n} in Z ist. So ein
Array sei mit arrayname[m . ..n| bezeichnet.
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Wir werden die grundlegenden Begriffe der Rechenzeitanalyse an den folgenden drei
Beispielalgorithmen illustrieren.

1.1.1 Beispiel: Sortieren durch Auswahl, Selection Sort

Aufgabe: Sortiere jede vorgelegte Folge aq, ..., a, ganzer Zahlen d.h. permutiere sie
so, daf} eine monoton wachsende Folge entsteht.

Dabei interessiert die Permutation nicht, sondern nur die entstehende monotone Fol-
ge. Ein einfacher Sortieralgorithmus ist folgender.

SelectionSort(A[l...n]) { A enthilt die Folge ay,...,ay,
for i=1Li<mi=i+1){ (1)
J=1 (2)
for (k=i+1;k<n;k=k+1) (3)| finde das kleinste j € [i...n],
if (Alk] < Alj]) j=k  (4) | so daff A[j] das kleinste

Element von Ali...n] ist

hilf = A[d]; (5) | vertausche Ali] und A[j]
Ali) = Alj; (6)
A[7] = hilf 7)

}

1.1.2 Beispiel: Sortieren durch Verschmelzen, Merge Sort

Aufgabe: wie oben

Losungsidee: Spalte a1,...,a, in zwei Hilften ai,...,a 2 und a|z|41...a, auf,
sortiere diese beiden Teilfolgen und mische sie zu einer sortierten Folge zusammen.
Mache daraus einen rekursiven Algorithmus, indem zum Sortieren jeder Teilfolge wie-
der dieselbe Strategie verwendet, auler wenn sie die Linge 1 hat und somit nicht
sortiert werden muf.

MergeSort(A[m ... k]) {

if(m < k) {
n=~k-—m+1,;
L=3] -1

MergeSort(A[m ... m +1]);

MergeSort(A[m +1+1...k]);

verschmelze Ajm...m+ 1] und Ajm+1+1...k]
zu dem sortierten Array Ajm...k];

}

Bemerkung: Die Idee von MergeSort ist ein Beispiel fiir eine Strategie, die divide
et impera oder teile und herrsche oder divide and conquer genannt wird. Sie besteht
darin, zu zeigen, dafl ein Problem in kleinere, gleichartige Probleme zerteilt werden
kann, aus deren Losungen man die Losung des Ursprungsproblems gewinnen kann,
und dafl man durch wiederholte Zerteilung schliefllich bei einfach zu 16senden Proble-
men landet. Auf diese Weise erhélt man einen rekursiven Losungsalgorithmus.
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1.1.3 Beispiel: Die Tiirme von Hanoi (TvH)

Gegeben sind n Scheiben mit Mittelloch und paarweise verschiedenen Radien, die wie
abgebildet ldngs des Stabes 1 zu einem Turm gestapelt sind.

[ ]
[ ]
L]

Stab 1 Stab 2 Stab 3

Aufgabe: Lege alle Scheiben auf Stab 3 um unter Beachtung folgender Regeln:

(1) Eine Scheibe darf nur auf einen Stab gelegt werden.
(2) Es darf stets nur eine Scheibe auf einmal versetzt werden.
(3) Es darf keine Scheibe auf eine kleineren Durchmessers gelegt werden.

Losungsstrategie: Der Fall n = 1 ist trivial. Fiir n > 1 gehe rekursiv vor d.h.
benutze vollstdndige Induktion nach n:

Induktionsvoraussetzung: Man kann n—1 Scheiben unter Verwendung eines Hilfsstabes
regelgerecht auf einen anderen transportieren.

Induktionsschritt: Transportiere die oberen n — 1 Scheiben unter Verwendung von
Stab 3 auf Stab 2; das ist nach Induktionsvoraussetzung moglich. Dann setze die auf
Stab 1 verbliebene (grofite) Scheibe auf Stab 3. Anschlieflend transportiere die n — 1
Scheiben von Stab 2 nach Stab 3 unter Verwendung von Stab 1 als Hilfsstab; das
ist wiederum nach Induktionsvoraussetzung moglich. Nun befindet sich der Turm auf
Stab 3.

Wir beschreiben den Algorithmus in Pseudocode als Funktion, deren Argumente die
Anzahl n der Scheiben und die Nummern des Start-, Ziel- und Hilfsstabes sind.

TvH(n, start, ziel, hil f) {
if (n == 1) lege die eine Scheibe von Stab start auf den Stab ziel;
else {
TvH(n — 1, start, hil f, ziel);
lege die Scheibe von Stab start auf den Stab ziel;
TvH(n — 1, kil f, ziel, start);

1.2 Benchmarks

Um zwei Programme, die das gleiche Problem losen, beziiglich ihrer Rechenzeit zu
vergleichen, wihlt man oft einige typische Eingabedaten (benchmarks genannnt) und
vergleicht die Rechenzeiten fiir diese Eingaben. (Das Wort benchmark bezeichnet ur-
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spriinglich einen geodétischen Mefipunkt.)

Dabei treten folgende Probleme auf:

1. Welche Eingabedaten sind typisch? Das héangt stark von der jeweiligen Anwen-
dung ab! So wird z.B. beim Sortieren die Anzahl der zu sortierenden Daten eine
Rolle spielen, aber vielleicht auch, ob sie teilweise bereits vorsortiert sind.

2. Die Rechenzeiten sind abhingig von dem verwendeten Compiler. Und zwar
manchmal sogar sehr stark!

3. Die Rechenzeiten sind von der Hardwarearchitektur und vom Betriebssystem
abhéngig. Deshalb werden Benchmark-Messungen ja auch zum Vergleich der
Geschwindigkeit von Rechnern eingesetzt.

Folgerung: Benchmark-Vergleiche von Programmen sind sinnvoll, wenn Anwendung,
Rechner und Compiler festliegen. Sie kénnen dann auch dazu dienen, ein Programm
durch gezielte Anderungen des Quellcodes zu beschleunigen. Es gibt Software-Werkzeuge
(profiler wie z.B. gprof), mit denen man feststellen kann, welchen Anteil jeder Pro-
grammteil an der Gesamtrechenzeit hat. Damit kann man dann versuchen, den Code
der sogenannten hot spots d.h. der Teile, die stark zur Gesamtrechenzeit beitragen,
zu verbessern.

Um den prinzipiellen Rechenaufwand von Algorithmen zu vergleichen, sind Benchmark-
Messungen nicht geeignet.

1.3 Theoretische Rechenzeit von Algorithmen

Man definiert fiir einen Algorithmus A als Rechenzeit
Ta= Anzahl der elementaren Rechenschritte, die der Algorithmus ausfiihrt

Der Begriff des elementaren Rechenschritts kann unterschiedlich festgelegt werden;
so kénnte man z.B. Programm-Statements oder auch Assemblerbefehle wihlen. Oft
zahlt man nur Schritte einer gewissen Art. Bei Sortieralgorithmen z.B. werden meist
nur die Anweisungen gezihlt, die zwei Daten vergleichen.

In den meisten Fallen héngt die Rechenzeit von den Werten einiger Parameter des
Algorithmus ab, z.B. beim Sortieren von der zu sortierenden Datenfolge. Man faf}t sie
als Eingabeparameter des Algorithmus A auf und sagt, man habe fiir jede Wahl der
Parameter ein Problem p (oder eine Fragestellung). Ta (p) bezeichne die Rechenzeit
des Algorithmus A fiir das Problem p.

Oft ordnet man jeder solchen Fragestellung p eine natiirliche Zahl v(p) (oder ein
Tupel) zu, die man Gréfle von p nennt. Die Definition von + ist willkiirlich, ergibt
sich aber meist auf natiirliche Weise. So wihlt man als Gréfle eines Sortierproblems
die Anzahl der zu sortierenden Daten. Beim Problen der Tiirme von Hanoi wird man
die Anzahl n der Scheiben wihlen.

Probleme derselben Grofie n konnen durchaus unterschiedliche Rechenzeiten haben.
Deshalb definiert man
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als Worst-Case-Rechenzeit 7ot (n) = max{Ta (p) : v(p) =n}

als Best-Case-Rechenzeit (et (n) = min{Ta (p) : v(p) = n}
als Average-Case-Rechenzeit T, "“"*“(n) = Mittelwert aller Ta (p) mit v(p) =n

Als Mittelwert wird meist das arithmetische Mittel verwendet; falls jedoch bei einer
Anwendung die einzelnen Probleme unterschiedlich hdufig auftreten, ist es sinnvoll,
einen gewichteten Mittelwert zu wihlen.

1.3.1 Beispiel: Die Rechenzeit von Sortieralgorithmen héngt i.a. von der Lange n
der Datenfolge a1, ...,a, und der Anordnung der a1, ..., a, ab, aber nicht von den
Werten der a;. Daher definiert man meist als Average-Case-Rechenzeit Tx""*“(n)
den arithmetischen Mittelwert der Rechenzeiten Tp (b1, ..., by,), wobei (b1, ..., b,) alle
moglichen n! Anordnungen einer Folge (a1, ..., a,) von Daten durchlduft. Oft werden
iiberdies noch die a; als paarweise verschieden vorausgesetzt.

1.3.2 Bemerkungen zur Definition der Eingabe- oder Problemgrifie

Man definiert v i.a. so, dafi das Urbild 4~ !(n) fiir jedes n € N endlich ist. Dann gibt
es keine prinzipiellen Schwierigkeiten, die Average-Case-Rechenzeit als arithmetischen
Mittelwert zu definieren.

Diese Endlichkeit von v ist in praktischen Situationen meist auf natiirliche Weise
erfiillt. Denn man geht davon aus, daf jeder Eingabeparameter einen (einfachen) Da-
tentyp hat, der in praktischen Implementierungen einen endlichen Wertebereich hat
(z.B. int). Wenn man als Problemgrofie die Anzahl der Eingabeparameter wihlt, so
gibt es zu gegebener Problemgrofie nur endlich viele Wertekombinationen fiir die Ein-
gabe. In speziellen Fillen, in denen ein Eingabeparameter einen komplexen Datentyp
hat, dessen Speicherbedarf nicht von vornherein beschrinkt ist (z.B. beliebig grofie
Dezimalzahlen), wird man die Linge des belegten Speichers (Anzahl der Bytes oder
Bits) zur Problemgrofie hinzunehmen. Es kann dann auch sinnvoll sein, die Problem-
groBe durch ein Tupel natiirlicher Zahlen zu beschreiben (z.B. bei der Multiplikation
beliebig grofler Zahlen).

1.3.3 Die Rechenzeit von TvH
Es sei T'(n) die Anzahl der Scheibenbewegungen, die der Algorithmus zur Lésung des
Problems mit n Scheiben durchfithrt. Man sieht unmittelbar, dafl gilt
T(1)=1 und T(n)=2-Tn—1)+1
Diese Rekursionsgleichung (mit Anfangsbedingung) hat die Losung T'(n) = 2™ — 1.

Beweis: durch vollstdndige Induktion nach n.

Induktionsanfang: T'(1) = 2! —1 = 1.

Induktionsschluf von n—1nach n: T(n) =2"—1=2-(2""'-1)+1=2-T(n—1)+1.
q.e.d.

Zu jeder Problemgrofie n gibt es nur ein Problem dieser Grofle. Daher fallen Worst-

Case, Best-Case und Average-Case zusammen.

1.3.4 Die Rechenzeit von SelectionSort

Wir bestimmen zunéichst nur, wie oft zwei der Eingabedaten aq, . . ., a, verglichen wer-
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den oder ein Datum zugewiesen wird. In der inneren for-Schleife (Zeile (4)) kommen
n — 4 Vergleiche und keine Zuweisung vor. Die duflere for-Schleife wird n-mal durch-
laufen; jedesmal werden 3 Zuweisungen durchgefiihrt. Also insgesamt > . (n — i) =

272—01 j= @ Vergleiche und 3n Zuweisungen.

Etwas aufwendiger ist es, alle Operationen zu zéhlen.

Summe

Zeile (1): 1 Zuweisung, n + 1 Vergleiche,

n Inkrementoperationen 2n + 2
Zeile (2): n Zuweisungen n
Zeile (3): n Zuweisungen,

S n—i41) = M +n — 1 Vergleiche,

S —d) = "(" U Inkrementoperationen  n(n — 1) +2n — 1
Zeile (4): S (n — i) if-Anweisungen, n(n—1)

Yo 1(n — 1) Vergleiche, bis

0 bis Y 1= 11 (n — 1) Zuweisungen Sn(n—1)
Zeilen (5)-(7): 3n Zuweisungen 3n

Insgesamt sind dies 2n(n — 1) + 8n + 1 bis Sn(n — 1) + 8n + 1 Operationen. Der
Worst-Case-Aufwand T%°"s!(n) wichst also quadratisch.

Wir machen hier die typische Erfahrung, daf§ die exakte Bestimmung des Aufwandes
Tworst(n) meist schwieriger als eine Abschétzung des asymptotischen Wachstums ist.

1.3.5 Die Rechenzeit von MergeSort
Aufgrund der rekursiven Struktur des Algorithmus ergibt sich fiir die Rechenzeit
folgende Rekursionsgleichung

Zeit zum Sortieren von A[m...k] = Zeit zum Sortieren von A[m...m + ]
+ Zeit zum Sortieren von A[m +1+1...k]
+ Zeit zum Verschmelzen der beiden Teilarrays

Wir wollen im Folgenden nur die Anzahl der Vergleichsoperationen zwischen Ein-
gabedaten bestimmen. Sei also T'(n) die Anzahl der Vergleiche, die MergeSort im
schlechtesten Fall benttigt, um eine Folge der Lénge n zu sortieren.

Mit n =k —m + 1 gilt dann

1.3.5.1  T(n)=T(|%]) + T([2]) + M(n), T(1)=0,
wobei M (n) die Anzahl der Vergleiche ist, die zum Mischen der beiden bereits sor-
tierten Arrays Ajm...m+1) und Ajm + 14 1...k] bendtigt werden.

Wir geben zunéchst einen Verschmelzungsalgorithmus an.
Merge( A[l .. n],Al[l .. .nl],Ag[l .. .712] ) {

while ( (i <njp)und (j < nz)) {

£ (Aufi] < A2lj]) {A[K] = Aufi]; i=i+1; k=k+1;}
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else { Alk] = Aq[i]; j=7+1; k=k+1;}

Akl = A1l i=i+ 1, k=k+1;}
Alk] = Aolil; j=4+1; k=k+1;}
}

Dieser Algorithmus benotigt im schlechtesten Fall n; 4+ ng — 1 Vergleiche zwischen

den Elementen von A; und As. Innerhalb von MergeSort ist ny = L%J und ng = {%L

also werden im schlechtesten Fall L%J + [%w — 1 =n — 1 Vergleiche ausgefiihrt. Wir
zeigen, daf es nicht besser geht.

1.3.5.2 Lemma Jeder Algorithmus, der zwei beliebige sortierte Folgen z; < zo <
Lo < :L'LEJ und y3 < gy < ... < y(ﬂ] zu einer sortierten Folge 21 < 20 < ... < 2z,
2 2

mischt, benotigt dazu im schlechtesten Fall n — 1 Vergleichsoperationen.
Beweis: Wahle die ; und y; so, daB y1 < 21 < g2 < 22 < ... < ey (< Yra]s
2 2

falls n ungerade). Angenommen, der Algorithmus fithrt weniger als n — 1 Vergleiche
durch. Dann kann er nicht alle Paare (y;, «;) und (2;,y;+1) vergleichen; denn es gibt
n — 1 solcher Paare. OBdA habe er y; und x; nicht verglichen. Wir tauschen z; und
y; in den beiden Anfangsfolgen aus. Beide bleiben sortiert! Der Algorithmus fiihrt
dieselben Vergleichsoperationen wie bei den urspriinglichen Folgen aus und liefert
deshalb dieselbe z-Folge; sie ist aber nicht sortiert, weil jetzt y; > x; ist. Dies ist ein
Widerspruch! q.e.d.

1.3.5.3 Folgerung Es gilt M(n) =n — 1 und folglich
Tn)=T(2)+T([2])+n—-1, T(1)=0
1.3.5.4 Lemma Die Rekursionsgleichung
Tw) = 7([3)) + T3] +n -1, T(1)=0
hat die Losung T'(n) = n [logyn] — 2Mos2 1 41,

Beweis: Es gilt T(1) = 0. Fiir n > 1 schreibe man n = 2k 4+ a mit 0 < a < 2F und
keN Esist 2 =2"142 also |[2] =2""1+ 2] und [Z] =281 + [4].
Fiir a =1 gilt:

3] [3] 2

log, LgJ:kqunqudogg [g} <k

o, 3] =1 e [3]] =5
o 3] = e [3]]

1 also [logy [5]] = [log, [5]] =

also

Fiir a # 1 gilt: Ist a = 0, so ist L%J = {%w =
k—1.Ist a > 2, so gilt:

k=1 o LgJ < 2% und 281 < {g} < ok

k—1<1og2gJ <kund k-1 < log, [g]gk
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o 4] = [ 2] =
Auflerdem folgt fiir jedes n € Nyn > 1,
[1og, |5 || = Mogzn] —1

denn fiir a # 0 gilt [log, {%H =k=k+1-1=[logyn] —1, und fiir a = 0 gilt
[log, [2]] =k —1=[logyn] —
1.Fall: a # 1. Es gilt [log, Lﬂﬂ = ﬂog2 [2]] = [logyn] — 1.

T(n) = n[logyn] —2Meen 41
(|5] + [5 (nogan] = 1) — 2 2o8m1=0 4 41

2 o 3] -0 1 3] 5] -2 41
() er(hen-

2. Fall: a = 1. Es gilt [log, [ %] = [log, [%]] — 1 = [logyn] — 2.

T(n) = N |710g2 n] — 2[10g2 n] + 1
= nllogyn] — gflog; n] 4 g([logs n]-2) _ LSJ +1

n n 3

_ _ _ _ 2 . 9[logyn]

2J(Dog2n] 1)—1—{2—‘ [logy 1] 1 2 +1

logon] —2) [g—‘ ([logy n] — 1) — 2(Mes2n1=2) _ o(flegzan]=1) 4 pp 4 4

2l
1] Tl e
5]

I
l—l—l—

2
q.e.d.

1.4 Die Komplexitit eines Problems

Als Maf fiir die Schwierigkeit eines Problems der Gréfie n kann man
K(n) = min{T°"*'(n): A Algorithmus, der das Problem l6st }

verwenden. K (n) ist der Mindestaufwand, den ein Algorithmus im ungiinstigsten Fall
zur Losung des Problems der Grofle n braucht, also die beste untere Schranke fiir das
Worst-Case-Verhalten aller Losungalgorithmen.

Es gilt stets K (n) < Tp°™!(n) fiir jeden Losungsalgorithmus A .

In manchen Féllen kennt man K; z.B. haben wir in Lemma 1.3.5.2 gezeigt, daf} fiir das
Mischen zweier sortierter Listen K (n) =n — 1 gilt (wobei nur die Vergleiche gezihlt
werden). Oft kennt man K jedoch nicht genau, so z.B. fiir die Multiplikation langer
ganzer Zahlen oder fiir die Multiplikation von Matrizen.
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1.5 Asymptotische Abschitzungen des Wachstums
der Rechenzeit

Wie wir in 1.3.5.4 gesehen haben, kann es schon fiir einfache Algorithmen sehr mithsam
sein, ihre Rechenzeit exakt zu bestimmen. Dazu kommt, dafl nicht von vorn herein
klar ist, welche Rechenschritte tatséchlich gezdhlt werden sollen oder mit welchem
Gewicht unterschiedliche Rechenschritte in die gesamte Rechenzeit eingehen sollen;
denn in praktischen Anwendungen hingt eine realistische Gewichtung stark von der
verwendeten Hardware ab.

Folgende Beobachtungen weisen einen Ausweg;:

1. Fiir kleine Problemgrofien n unterscheiden sich die Rechenzeiten unterschiedlicher
Algorithmen oft nicht allzu sehr, und es ist oft einfach zu sehen, welcher der schnellere
ist.

2. Fiir grofle Problemgrofien n ist letztendlich derjenige Algorithmus schneller, dessen
Rechenzeit langsamer mit n wéchst.

3. Die Gewichtung der unterschiedlichen Rechenschritte geht nur unwesentlich in das
asymptotische Wachstum der Rechenzeit fiir n — oo ein (das wird im Folgenden
prizisiert).

Deshalb untersucht man oft nur, welcher asymptotischen Wachstumsklasse die Re-
chenzeit eines Algorithmus angehort. Zur Definition dieser Klassen verwendet man
den Kalkiil mit den Symbolen O, 0, (sieche Anhang).

Unsere bisherigen Uberlegungen zeigen, daf die Worst-Case-Rechenzeiten von TvH in
©(2"), die von SelectionSort in ©(n?) und die von MergeSort in ©(nlogn) liegt (be-
achte O(2M°8271) = O(2'°82™) = O(n) C O(nlogn) ). Um diese Aussagen zu erhalten,
wiére es nicht notig gewesen, die Rechenzeit auf mithsame Weise exakt zu bestimmen;
wir hétten sie nur bis auf Konstanten und Terme niedrigerer Ordnung abschétzen
miissen. Solche Abschéitzungen kénnen von Algorithmus zu Algorithmus recht un-
terschiedlich verlaufen; andererseits gibt es aber typische Strukturen, die in vielen
Algorithmen auftreten und #hnliche Abschétzungen erlauben, insbesondere Schlei-
fenkonstrukte und Rekursionen.

Wir werden daher jetzt typische Wachstumsabschétzungen fiir solche Strukturen un-
tersuchen. Rekursionen fithren auf natiirliche Weise auf Rekursionsgleichungen. Leider
gibt es fiir deren Losung keine geschlossene Theorie. Wir werden aber einige Arten
von Rekursionsgleichungen im Anhang l6sen.

Im Folgenden verstehen wir unter der Rechenzeit T'(n) in Abhiingigkeit von der Pro-
blemgrofle n stets die Worst-Case-Rechenzeit, sofern nicht explizit etwas anderes
erwahnt wird.

1.5.1 Einfache Anweisungen

Gemeint sind Anweisungen, die keine Funktionsaufrufe oder Schleifenkonstrukte ent-
halten, insbesondere Wertzuweisungen von Variablen (in C: =), Ausdriicke mit Un-
gleichungs-, Gleichheits- oder arithmetischen Operatoren (in C: ==, !=, <, >, +,
++, % usw.). Bis auf wenige Ausnahmen wird jede solche Anweisung durch den
Compiler in eine Folge von Maschinensprachebefehlen iibersetzt, deren Worst-Case-
Ausfiihrungszeit durch eine von der Problemgrofie n unabhiingige Konstante nach
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oben abgeschétzt werden kann. Man nimmt also an, dafl die Worst-Case-
Rechenzeit einer solchen Anweisung in O(1) liegt. Ausnahmen sind z.B. Zu-
weisungen von Structs, deren Lénge von der Problemgrsfie abhéngen kann.

1.5.2 Blocke

Gemeint ist eine endliche Folge Pi,..., P, von Programmteilen, die nacheinander
ausgefiihrt werden (keine verschachtelten Schleifen oder goto-Anweisungen). Es sei
T;(n) die Worst-Case-Rechenzeit von P; fiir die Problemgréie n. Wenn 7 € O(f;)
fur j = 1,...,k gilt, so ergibt sich fiir die Rechenzeit T' des gesamten Blocks aus

den Pj, daB T < S0 Ty € Y, O(f;) = O(XE_, f;) = O(max{f1,..., fu}), also
T € O(max{f1,..., fx})

1.5.3 Bloécke aus einfachen Anweisungen

Ist jedes P; eine einfache Anweisung, so gilt T; € O(f;) mit f; =1, also T € O(1).
1.5.4 Bedingte Anweisungen

Fiir prinzipielle Betrachtungen sind if-then-else-Anweisungen folgender Gestalt aus-
reichend:

if Bedingung then if-Block else else-Block

Fiir die Rechenzeit T' gilt entweder T' < TBedingung + Tif-Biock oder T' < T'Bedingung +
Telse-Block

Kennt man Wachstumsabschitzungen

Tss-Block € O(fif-Biock)

und
Telse—Block S O(felse—Block)a

so folgt
T e O(TBedingung) + O(max{fif—Block; felse—Block})-

In vielen Fillen ist die Bedingung nicht von der Problemgréfie n abhiingig, also
TBedingung € O(1). Aufler in dem trivialen Fall, daf sowohl der if-Teil als auch der
else-Teil leer sind, ist O(1) C O(max{Tit-Biock, Teise-Biock}), also insgesamt

T e O(maX{fif—Block7 felse-Block})-

1.5.5 Schleifen

Voraussetzungen:

1. Der Schleifenkorper ist nicht leer; seine Ausfithrung bendtigt mindestens die
Zeit 1.

2. Die Initialisierung und die Abbruchsbedingung (und bei for-Schleifen die Iterati-
onsanweisung) enthalten nur einfache Anweisungen und keinen Funktionsaufruf,
so daB zu ihrer Ausfithrung bei jedem Schleifendurchlauf (bzw. vor oder nach
jedem Durchlauf) hochstens eine konstante, von der Problemgrsfie unabhéingige
Zeit Titeration 1Otg ist, also Titeration € O(1).
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Die Ausfithrungszeit fiir den Schleifenkérper sei in O(fkgrper). Die Anzahl der Schlei-
fendurchliufe in Abhéingigkeit von der Problemgrofie n sei in O(f anzani)-

Dann gilt fiir die gesamte Rechenzeit T' der Schleife

T ¢ 0(1) + O(fAnzahl) . 0(1) + O(fAnzahl) : O(derper)
= O(l) + O(fAnzahl) + O(fAnzahl . fKﬁrper)-

Wegen 1 gibt es ein ny € N und ein a1 > 0, so dal fxsrper(n) > a1 fiir n > nq. Setzt
man voraus, daf} es ein no € N und ein as > 0 gibt, so dafl fanzani(n) > as fiir n > ng
gilt (was notwendigerweise der Fall ist, wenn die Schleife stets mindestens einmal
durchlaufen wird), so gilt O(1) C O(fanzani - frorper) und O(frsrper) C O(fanzani -
frérper) und folglich

T e O(fAnzahl : fKﬁrper)

1.5.6 Beispiel

Mit den bisherigen Betrachtungen wollen wir das asymptotische Worst-Case-Verhalten
von SelectionSort abschétzen.

Zeile (1): Nach 1.5.4 gilt T € O(1).

Innere for-Schleife: Nach 1.5.5 gilt T' € O(n), weil die Anzahl der Schleifendurchléufe
nicht grofler als n ist.

Korper der dufieren for-Schleife: Nach 1.5.1 und 1.5.2 ergibt sich T € O(1) + O(n) +
O(1) = O(n).

AuBere for-Schleife: Anzahl der Schleifendurchliufe = n, also gilt nach 1.5.5

T € O(n-n) = O(n?)

1.5.7 Funktionen oder Prozeduren

Enthilt ein Algorithmus Aufrufe von Prozeduren (in C: Funktionen), so erstellt man
zunéchst den Aufrufgraphen: Seine Knoten sind die in dem Algorithmus vorkommen-
den Prozeduren, und eine gerichtete Kante von P; nach P, gibt es genau dann, wenn
die Prozedur P, innerhalb der Prozedur P; aufgerufen wird.

1. Fall: Der Aufrufgraph ist kreisfrei (rekursionsfreier Algorithmus).
Dann ruft eine Prozedur sich nie selbst auf, weder direkt noch indirekt d.h. durch
Zwischenaufrufe anderer Prozeduren; es liegt also keine Rekursion vor. Man zerlegt
die Menge der Prozeduren (die Knotenmenge des Aufrufgraphen) auf folgende Weise:
Ky = Menge der Prozeduren, die keine andere aufrufen

und fiir I >0

K; = Menge der Prozeduren, die nur Prozeduren aus Ué;lo K; aufrufen.

Weil es nur endlich viele Prozeduren gibt und der Aufrufgraph kreisfrei ist, gibt es
mindestens eine Prozedur, die keine andere aufruft; also Ky # 0. Ist [ > Anzahl der
Prozeduren, so mufl K; alle Prozeduren enthalten. Und es gilt K;_1 C K.

Setze My = Ko und M; = K; \ K;_1 fiir I > o.

Dann ist (M;); eine Zerlegung der Menge aller Prozeduren in paarweise disjunkte
Mengen.

Bestimmung der Rechenzeit Tp einer Prozedur P:
Es gibt genau ein [ € N mit P € M;. Zun#chst bestimmt man auf die oben beschrie-
bene Weise die Rechenzeit jeder Prozedur in Mj. dann bestimmt man induktiv fiir
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j=1,...,lfir jede Prozedur P aus M; die Rechenzeit, indem man wieder die obigen
Regeln anwendet und die bereits bestimmten Rechenzeiten der Prozeduren aus K;_;
verwendet, sofern sie in P aufgerufen werden.

2. Fall: Der Aufrufgraph ist nicht kreisfrei.
Dann gibt es mindestens eine Prozedur P, die direkt oder indirekt sich selbst aufruft.
Wir nennen solche Prozeduren rekursiv.

Man geht nun von der folgenden Hypothese aus: Man kann den Eingabeparametern
jeder rekursiven Prozedur P eine natiirliche Zahl n als Grofle so zuordnen, daf3 gilt:

1. P ruft sich selbst nur mit Eingabeparametern auf, deren Grofle echt kleiner ist.
2. Die Rechenzeit von P héngt (asymptotisch) nur von n ab. Bezeichnung: Tp(n).

3. Es gibt ein ng € N, so daf fiir n < ng die Rekursion abbricht d.h. P sich nicht
mehr selbst aufruft. Wir nennen ng Abbruchschwelle.

Fiir jede rekursive Prozedur P bestimmt man unterhalb ihrer Abbruchschwelle die
Rechenzeit nach obigen Regeln. Oberhalb ihrer Abbruchschwelle erhélt man fiir die
Rechenzeit Tp(n) eine Rekursionsgleichung

Tp(n) = Summe von einigen Tp(n') mit n’ <n + eine Funktion von n

1.5.7.1 Beispiele
1.5.7.1.1 Tiirme von Hanoi

Wir betrachten den rekursiven Losungsalgorithmus TvH aus 1.1.3.

GroBe der Eingabeparameter = Anzahl der Scheiben.

Abbruchschwelle = 2.

Trwu(1) = 1.

Fiir n > 2 ruft sich TvH zweimal selbst auf mit n—1 als Gréfle und fiihrt auflerdem eine
zusétzliche Scheibenbewegung aus. Daher lautet die Rekursionsgleichung fiir n > 2

Tr(n) =2-Trwu(n —1) +1

1.5.7.1.2 MergeSort

Grofle der Eingabe = Lénge des zu sortierenden Arrays.
Abbruchschwelle = 2.
T(1) =0.

n n

T(n):Tq2J)+T([2—‘)+n—l firn > 2

Folgerung: Man versucht, die Rechenzeit einer rekursiven Prozedur als Losung einer
Rekursionsgleichung zu bestimmen, die sich aus der Art der rekursiven Aufrufe ergibt.

Bemerkungen:

1. Fiir Rekursionsgleichungen gibt es keine einheitliche Losungstheorie, fiir spezielle
Arten jedoch schon (analog zu Differentialgleichungen).

2. Oft erhélt man fiir die Worst-Case-Rechenzeiten nur Rekursionsungleichungen. So
kénnte man z.B. bei MergeSort abschétzen

Tworst(n) S 9. Tworst( [g—‘) +n—1 fiir n Z 2
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Diese Ungleichungen werden haufig mit der O, ©, Q2-Schreibweise geschrieben, z.B.

T(n)ZQ.T([g]HO(n_n

oder
TTVH(TL) =2- TTVH(TL - 1) + @(1)

Man spricht dann von einer asymptotischen Rekursionsgleichung und will dann auch
nur die O- oder ©-Klasse von T bestimmen.

1.6 Speicherbedarfanalyse

Fiir praktische Anwendungen ist nicht nur die Rechenzeit eines Algorithmus, sondern
auch sein Speicherbedarf von Interesse. Zur Abschéitzung des Speicherbedarfs verwen-
det man dieselben Methoden wie zur Abschitzung der Rechenzeit. Daher spricht man
auch neutral von Aufwandsanalyse von Algorithmus.

1.7 Die Rolle der Faktoren
bei Wachstumsabschéitzungen

A1 und As seien Algorithmen, die dasselbe Problem losen, deren Rechnezeiten T4,
und T4, aber unterschiedlich schnell wachsen; sei z.B. Ta, € O(n) und T4, € Q(n?).
Dann gibt es ¢; > 0 und ¢z > 0 und ng € N, so da8 Ta, (n) < c1n und Ta,(n) > can’.
Fiir n > 2—; folgt Ta,(n) < cin < can? < Ta,(n); d.h. A; ist fiir grofie n schneller als
Ag, auch wenn ¢; sehr viel grofler als co ist.

Groflenordnung setzt sich gegen Faktoren schliellich durch!

Die Tabelle in der Ubungsaufgabe auf Blatt 1 zeigt, wie stark sich die Problemgriéfien
n unterscheiden konnen, die in einer vorgegebenen Zeit gelost werden kénnen.

Auferdem fithre man sich vor Augen, da8 der Ubergang zu einem Algorithmus, dessen
Rechenzeit asymptotisch langsamer wichst, fiir grole n viel effizienter ist als der
Ubergang zu einem schnelleren Rechner.
Beispiel: A; bendtige zur Losung eines Problems der Grofie n die Zeit Ty, (n) = n
ms, Ay dagegen nur T4, (n) = nlogn ms.
dann kann man mit A; in einer Stunde ein Problem der Grofie nqp = 1897 16sen. Auf

einem 100-mal schnelleren Rechner bendtigt der Algorithmus Ay die Zeit 7% (n) =

% n2 ms. Damit kann man in einer Stunde ein Problem der Grofle n = v/100 ny =

10 n; = 18970 losen. Durch Verwendung von Algorithmus A, dagegen kann man in
einer Stunde ein Problem der Grofle 286 498 16sen. Mit Algorithmus A; brauchte man

dafiir einen Rechner, der (%)2 ~ 22809-mal schneller ist.

Langsame Algorithmen bleiben auch auf schnellen Rechnern langsam!

2

Nochmal anders ausgedriickt:
Lose ein Problem der Groe 10000, wobei T4, (n) = n?, Ta,(n) = nlogy n.
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A; auf dem langsamen Rechner benétigt (10000)? ms = 108 ms = 10° s ~ 27,77 h .
A1 auf dem 100-mal schnelleren Rechner 45 (10000)? = 10° ms = 10 s ~ 16,66 min .
Ay auf dem langsamen Rechner 1000 - log;, 10000 = 10* -4 ms =40 s .

1.7.1 Der Ubernahmepunkt

Das asymptotische Wachstum einer Funktion T'(n) fiir n — oo sagt nichts iiber das
Verhalten fiir kleine Argumente n aus. Deshalb kann es passieren, dafl ein Algorithmus
Aj zwar asymptotisch schneller als ein anderer Algorithmus A, ist, aber fiir kleine n
deutlich langsamer.

A

»
L

u n

In praktischen Anwendungen ist es interessant, den sogenannten Ubernahmepunkt
zweier Algorithmen zu bestimmen; das ist ein u € N, so daf

TAz (TL) < TA1 (n) firn<u

und
Ty,(n) > Ta,(n) fir n > u

Fiir n < u verwendet man dann den Algorithmus As, fiir n > v den Algorithmus A;.
Ist A; ein rekursiver Algorithmus, so wird man die Rekursion abbrechen, wenn die
Eingabegrofie < u wird, und statt A; den Algorithmus Ay zur Losung dieses kleinen
Problems verwenden.



Kapitel 2

Die Strategie Divide et
Impera

2.1 Das Grundprinzip von Divide et Impera

Die Strategie Divide et Impera zur Losung eines Problems, dessen Eingabe die Grofle
n hat, besteht in folgender Idee:

a)  Zerlege das Problem in mehrere Probleme der gleichen Art wie das urspriingli-
che, so daf
1. die Eingabe jedes dieser Teilprobleme kleiner als n ist,
2. die Losung des urspriinglichen Problems aus den Losungen der Teilproble-
me berechnet werden kann.

b) Lose jedes der Teilprobleme

e entweder durch weitere Zerlegung wie in a)

e oder direkt
(damit meint man, daf§ das Problem so einfach ist, daf§ es trivial ist oder
durch einen sehr einfachen (aber nicht unbedingt asymptotisch schnellen)
Algorithmus 15sbar ist).

Diese Strategie fiithrt also zu einem rekursiven Algorithmus. Seine Rechenzeit wird
davon beeinflut, bei welcher Eingabegrofie man ein Teilproblem nicht mehr zerlegt,
sondern direkt 16st (Festlegung des Ubernahmepunktes, Abbruch der Rekursion).

2.2 Typische Gestalt eines
Divide-et-Impera-Algorithmus

Wir geben den Algorithmus in Form einer Funktion an, die bei Eingabe von z die
Losung y des Problems zuriickgibt.

18
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AUSGABETYP DivideEtImpera (EINGABETYP x) {
if ( x ist geniigend klein )
y = direkteLosung(x);
else{
zerlege x in kleinere Datensétze x1,. .., 2q;
for(j=1;j<=a;j=j+1) y; = DivideEtlmpera(z;);
setze die y; zu einer Gesamtlosung y zusammen;

}

return y;

2.3 Vorteile der Strategie Divide et Impera

2.3.1  Oft bietet sich die bendtigte Zerlegung des Problems auf natiirliche Weise
an; dann liefert die Strategie Divide et Impera auf einfache Weise einen Losungsal-
gorithmus. Man denke an MergeSort oder an den rekursiven Algorithmus zur Losung
des Problems der Tiirme von Hanoi, bei dem die Strategie Divide et Impera allerdings
etwas ausgeartet ist, weil die Groéfle der Teilprobleme sehr unterschiedlich ist.

2.3.2  Oft erhilt man einen Algorithmus, der effizienter ist als der, der zur direkten
Losung der kleineren Teilprobleme eingesetzt wird. Die wollen wir an einem Beispiel
verdeutlichen.

2.3.3 Beispiel fiir Effizienzsteigerung

A sei ein Algorithmus mit Rechenzeit T (n) = ¢n? mit ¢ > 0.

Nehmen wir an, ein Problem der Gréfle n lasse sich in 3 Probleme der Grofle [%W
aufteilen. Fiir das Zusammenfiigen ihrer Losungen zu einer Gesamtlosung werde
f(n) = bn Zeit benstigt. Lost man die 3 Teilprobleme wieder mit dem Algorithmus

A, so benotigt man die Zeit
Ta(n) = 3 Tl([gb +bn

< 3C(g+1)2+bn

= chQ + (3¢ +b)n + 3¢

= %Tl(n) + (Be+b)n+ 3¢

c o)

1. Folgerung: Fiir groBe n ist Ta(n) fast 25% kleiner als T3 (n). Das asymptotische
Wachstum wird jedoch nicht langsamer, denn Th(n) > 3¢ (2)% +bn > 2 Ti(n), also
T € Q(Tl)

Was éndert sich, wenn wir die Teilprobleme rekursiv mit derselben Strategie 16sen?
Nehmen wir an, dafl Teilprobleme, deren Gréfle < ng ist, mit dem Algorithmus A
gelost werden. Dann ergibt sich fiir die Rechenzeit dieses Divide-et-Impera-Algorithmus

cn? fir n < ng

Ts(n) = { 3T3([%]) +bn fiir n > ng
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Fiir n = 2™ng,m > 0, gilt

Ts(n) = T3(2™ng) = 3T3(2™ 'ng) +bn
3-3-T3(2™ %ng) +3b2™ tng +b2™ny

= 3" T3(no) +3™ 1 b2ng+... +362"nyg

= 3mcn3 + bnyg Z 3m=igj
=1

m 2 7
= ne3™ cn0+bz<§>
Jj=1
1 S 2 7
= po2mlos3 cn0+bz<§>
J=1
log, 3 oo J
n 2
no (n—0> cno +Jz:; <§)

2. Folgerung: Auf D = {2™ng: m € N} gilt T3 € O(n'°¢23) S O(n?) (wegen log, 3 <
2). Wenn man nur Probleme einer Grofle 2 ng betrachtet, wéchst die Rechenzeit des
Divide-et-Impera-Algorithmus echt langsamer als die von A .

IN

Ungekliirt ist, ob 73 € O(n'°823) auch gilt, wenn man als Definitionsbereich ganz
N wiéhlt. Diese Frage untersuchen wir im Anhang genauer. In obigem Beispiel gilt
tatsichlich T3 € O(n'°823) auf ganz N.

2.4 Typische Divide-et-Impera-Situationen

Oft ist die Anzahl a der Teilprobleme, in die ein Problem zerlegt wird, recht klein und
unabhiingig von der Gréflie n der Eingabe. Sei «;(n) die Gréfie des i-ten Teilproblems,
vi(n) < n. Dann erfiillt die Rechenzeit eine Rekursionsgleichung der Form

T(n) = Tnm)+...T(va(n)) + f(n), n = no, (2.1)
wobei f(n) der Aufwand ist, der notig ist, um aus den Losungen der Teilprobleme
eine Losung des Gesamtproblems zu machen.

Meist versucht man (oder es ergibt sich), daf§ die Teilprobleme #hnliche Grofien haben.
Hiufig gibt es ein b € N, so daB v;(n) = | %] oder v;(n) = [%] gilt. Bei MergeSort gilt
zB. T(n) =T(|%])+T([%]) +n—1. )

Fiir Problemgrofien der Form n = b™ny ( ng Abbruchschwelle, Ubernahmepunkt) gilt
dann

T(n) = al'(%)+ f(n), T(nog)=a. (2.2)

Um die Rechenzeit so eines Divide-et-Impera-Algorithmus asymptotisch abzuschétzen,
geht man meist folgendermafien vor:
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1. Man betrachtet erst die Gleichung 2.2 auf dem Definitionsbereich D = {0"ny:
m € NU{0}} und bestimmt fiir ihre Losung T5 o eine Wachstumsabschiitzung
Th.2 € O(g) (die nur auf D gilt!), wobei g: N — R eine asymptotisch nichtnega-
tive Funktion ist.

2. Dann betrachtet man die Gleichung 2.1. Thre Losung 75 ; erfiillt ebenfalls 75 ; €
O(g) (aber auf N !), wenn T5 ; und g gewisse asymptotische Eigenschaften haben.

Die genauen Einzelheiten sind im Anhang nachzulesen.

2.5 Asymptotische Rekursionsgleichungen

Manchmal kann oder will man den Aufwand, der fiir das Zusammenfiigen der Teillsun-
gen erforderlich ist, nicht genau bestimmen und begniigt sich mit der Abschéitzungen
der folgenden Form:

Es gibt ng € N, ¢; > 0, c2 > 0 und zwei Funktionen T7: {1,...,n9} — [0,00[ und

Ty: {1,...,n0} — [0, 00[ sowie eine Funktion f: N —]0, oo], so daB
Ti(n) fiir n < ng
T(n) > { T(nm)+...+T(va(n)) +c1f(n) firn >ng (2:3)
und/oder
Ts(n) fiir n < ng
T < { T(n(n) + ...+ T(ra(n) + c2f(n)  fixn>ny Y

Diese Aussagen werden zusammengefafl3t zu der asymptotischen Rekursionsgleichung
TeToyn+...+Tov,+06(f), wenn 2.3 und 2.4 gelten,
TeToy+...+Tov,+0O(f), wenn 2.4 gilt,

TeToy+...+Tov, +Q(f), wenn 2.3 gilt.

Die Wachstumsklasse von T 148t sich mit derjenigen der Losung der Rekursionsglei-
chung

S(n) =SMm(n)) +...+50a(n) + f(n), S(1) =1
bestimmen; denn es gilt

2.5.1 Satz Ist S die Losung der Rekursionsgleichung
Sn) =SMm(n) + ...+ 50a(n)) + f(n), SO) = 1,
so gilt T € ©(S), wenn 2.3 und 2.4 gelten,
T € O(S), wenn 2.4 gilt,

T € Q(S), wenn 2.3 gilt.

Beweis:
. : Ti(1 Ti(n Ta(L Ta(n
Seien d; = min{cy, S((l)) Yo S(noo))} und dy = max{co, S((l)) o S((noo)) 1.

Wir zeigen d1S(n) < T'(n) < d2S(n) durch vollstindige Induktion nach n.
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Induktionsanfang: n < ng
d1S(n) <Ti(n) < T(n) <Ta(n) < d2S(n)

Induktionsvoraussetzung: Die Aussage gilt fiir m < n.
Induktionsschritt von n nach n 4+ 1: Wegen v;(n + 1) < n folgt

diS(n+1) = diS(hn+1)+...+diS(Ya(n+1)) +dif(n+1)
Tyun+1))+...+T(Ya(n+ 1)) +dif(n+1)
T(n+1)

Tri(n+1))+...+ T(va(n +1)) + daf(n+1)
d2S((n+ 1)+ ...+ d2S(va(n+ 1)) +daf(n+1)
daS(n+1)

VAN VAN VAN VA



KAPITEL 2. DIE STRATEGIE DIVIDE ET IMPERA 23

2.6 Beispiel: Binidre Suche

2.6.1 Aufgabe 1 Gib einen Algorithmus an, der zu jeder Folge a1, ..., a, € R und
jedem z € R feststellt, ob es ein j € {1,...,n} mit a; = = gibt und gegebenenfalls so
ein j ausgibt. Versuche ihn moglichst effizient zu wéhlen.

Bemerkung Die a; miissen keine reellen Zahlen sein, sondern kénnen Elemente einer
beliebigen geordneten Menge sein wie z.B. Wérter (aus den iiblichen Buchstaben)
mit der lexikografischen Ordnung. Die Elemente der geordneten Menge nennt man in
dieser Situation auch Schliissel. In praktischen Anwendungen sind diese Schliissel oft
alphanumerische Zeichenketten (z.B. Namen, Matrikelnummern, Bestellnummern),
denen jeweils ein Datensatz (z.B. in Gestalt eines struct) zugeordnet ist. Um einen
Datensatz zu finden, sucht man nach dessem Schliissel.

Natiirlich gibt es einen Algorithmus, der Aufgabe 1 16st, ndmlich die sogenannte
lineare Suche. Wie effizient er ist, wollen wir genauer untersuchen.

2.6.2 Der naive Ansatz: Lineare Suche
LinSuche(z, a1, ..., an) {
J=1
while(j <n) {
if (x == a;) gib j aus und stoppe;
J=J+1

gib aus, daf} es kein j gibt;
}
Dadurch daf8 dieser Algorithmus auf die a; rein sequentiell zugreift, konnen sich die
a; in einer nur sequentiell lesbaren Datei eines Massenspeichers befinden und miissen
nicht erst in einen frei adressierbaren Speicher (RAM) transferiert werden.

Als Ma8 fiir den Rechenaufwand nehmen wir die Anzahl T'(n) der Vergleiche zwischen
2 und den a;.

Die lineare Suche braucht im besten Fall 1 Vergleich (wenn nédmlich = a; ist) und
im schlechtesten Fall n Vergleiche (wenn z ¢ {ay,...,an}).

Aufwand im Mittel, average case: Wir nehmen an, dafl die a; paarweise ver-
schieden sind und daf} die Ereignisse {x = a1 },...,{x = a,}, {z ¢ {a1,...,a,}} die
gleiche Wahrscheinlichkeit n%rl haben. Im Fall z = a; werden j Vergleiche benétigt, im
Fall x ¢ {a1,...,a,} genau n Vergleiche. Im Mittel werden somit n+r1 (Z?Zl jt+n)=

n+_1 (3(n+1)+n) =3 + 47 Vergleiche ausgefiihrt.

Wir wollen noch {iiberlegen, dafl eine Divide-et-Impera-Strategie hier keine Vorteile
bringt. Sie wiirde z.B. so aussehen:

(1) Teile aq,...,a, in at;---, 0| | und G|z |41-->0n auf.

(2) Suche z in jeder Teilfolge.

Im schlechtesten Fall gilt T'(n) = T'(|%|) + T([ %]). Beschréinken wir uns auf n = 2¥,
so folgt T'(2%) = 2T (2%1). Mit der Anfangsbedingung 7'(2°) = T'(1) = 1 ergibt sich
T(2F) = 2%, also T'(n) = n.
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2.6.3 Aufgabe 2 Gib einen Algorithmus an, der zu jeder sortierten Folge von
Zahlen ai,...,a, € R (dh. a1 < ... < a, und jedem z € R feststellt, ob es ein
je{l,....,n} mit a; = = gibt und gegebenenfalls so ein j ausgibt.

Die lineare Suche 16st natiirlich auch diese Aufgabe. Es gibt jedoch einen anderen Al-
gorithmus, der effizienter ist. Und zwar bringt fiir sortierte Eingabefolgen ein Divide-
et-Impera-Ansatz Vorteile: denn man braucht nur festzustellen, ob z < az| gilt; wenn
ja, durchsucht man nur die erste Teilfolge, wenn nein, nur die zweite. Die Divide-et-
Impera-Strategie artet also zu einer bloflen Vereinfachung aus; ein Zusammenfiigen
der Teillssungen ist nicht notig. Ubrigens verfihrt man &hnlich, wenn man manuell
in einer Kartei sucht.

2.6.4 Binire Suche

Wir stellen den Algorithmus als Funktion dar, die mit BinSuche(z, a1, ..., a,) aufge-
rufen wird.
BinSuche(z, ay, ..., a,) {
n=r—1+1;
ifln==1){
if(x == ;) gib [ aus und stoppe;
else return;

else if (x < al+L%J71) BinSuche(z, ay, . . ., al*L%Jfl);
else BinSuche(z, Uyl g]- ,ar);

}

Der Aufruf von BinSuche(z, a1, .. ., a,) endet ohne Ausgabe, wenn x in der Folge nicht
vorkommt, oder gibt ein j mit x = a; aus.
2.6.5 Aufwandsabschitzung

T'(n) sei die Anzahl der Vergleiche von a;, die bei Eingabe einer Folge der Linge n
im schlechtesten Fall ausgefiihrt wird.

Es gilt T(n) < T([2]) + 1.

Um das Wachstum von 7" abzuschétzen, betrachten wir die Losung S der Rekursions-
gleichung

S(n) = S([gb +1,n>1, S1) =1
Nach 2.5.1 gilt T € O(S). Und fiir S wissen wir nach C.2.4, da§ S € O(logn) gilt
(setze a = 1, b= 2,1 =0, Fall a = b'). Mit A.2.6 folgt S € O(logn) C O(logn) und
O(S) € O(log). Insgesamt ergibt sich

T € O(log)

2.6.6 Genauere Aufwandsanalyse
Sei 2% < n < 2¥+1 L € N. Die Dualdarstellung von n hat dann k + 1 = |logyn] + 1
Stellen d.h. n = Zf:o v; 2 mit v; € {0,1} und v = 1 (vgl. die Ubungen). Es gilt

2P < 2] < [2] <2k, falls k > 2
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und
< |2 < [2] <28 fas k=1
2 2

Wendet man diese Uberlegungen auf den Algorithmus BinSuche an, so sieht man, daf
die Lénge der durchsuchten Teilarrays nach k& — 1 Rekursionsschritten (fiir k& > 2)
einen Wert [ mit 2 = 2! <1< 22 =4, also ! = 2 oder [ = 3, erreicht. Somit wird nach
k oder k+1 Rekursionsschritten die Lange 1 erreicht und die Rekursion abgebrochen.
Folglich gilt

[logon| +1=Fk+1< Anzahl der Vergleiche <k +2 = |logyn]|+2

Daraus folgt
T € O(log,)

2.6.7 Mittlerer Aufwand:

Meist setzt man voraus, dafl die a; paarweise verschieden sind und setzt Tintter(n) =
%H(Vl +...+Vy), wobei V; = Anzahl der Vergleiche, falls z = a; und j € {1,...,n},
und Vp = Anzahl der Vergleiche, falls  # a; fiir jedes j. Aus obiger Ungleichung
ergibt sich

Tmittel S 9(10g2)

2.6.8 Iterative Realisierung der bindren Suche
Die binére Suche 148t sich auch ohne Rekursion als iterativer Algorithmus formulieren.

BinSuche_iterativ(z,a,...,a,) {
links = 1; rechts = n;
do {

m = | 3(links + rechts)|;
if(z < ay,) rechts = m — 1;
else links = m + 1;
} while((z # a,,) und (links < rechts));

if(x == a,,) gib m aus;

2.6.9 Bemerkung Es lohnt sich eine Datenfolge zu sortieren, wenn man anschlie-
Bend sehr oft Elemente darin suchen will; denn bereits fiir recht kleine n ist log, n

viel kleiner als n; so gilt z.B. bg?% ~ 100.
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2.7 Beispiel: Berechnung von [+/n ] fiir n € N

Wir wollen untersuchen, wieviele Multiplikationen benétigt werden, um [y/n] zu be-
rechnen.
2.7.1 Naiver Algorithmus

Setze m = 1.

while(m? < n) m =m + 1;

return m.
Dieser Algorithmus iiberpriift alle m € Nmit m < [/n]; er braucht also T'(n) = [/n |
Multiplikationen.

Wir wollen zeigen, dafl ein Divide-et-Impera-Ansatz zu einem schnelleren Algorithmus
fithrt.

2.7.2 Divide-et-Impera-Ansatz Die Idee besteht darin, das urspriingliche Such-
intervall [1,n] in zwei H&lften aufzuteilen und zu entscheiden, in welcher Hilfte [1/n |
liegen muf}, und in dieser mit derselben Strategie weiterzusuchen.

1. Setzel=1und r =n.
2. Gilt (LHTTJ)2 > n, so setze r = LHTTJ, ansonsten setze [ = LZTTJ + 1.

3. Wenn I < r, gehe zu 2. Ansonsten gib [ aus und stoppe.

Als rekursiver Algorithmus formuliert:

Wurzel(n, I, 7) {
if(l==r) gib [ aus und stoppe
else if (| 52| * | &2 ] > n) Wurzel(n, [, | 52 ]);
else Wurzel(n, | 52| + 1 r)

2.7.3 Lemma Beim Aufruf von Wurzel(n, 1,n) wird [\/n] ausgegeben.

Beweis: Zu zeigen ist, dafl der Algorithmus terminiert und korrekt ist.
Der Algorithmus terminiert, weil in 2. die Ldnge des Intervalls {I, ..., r} echt abnimmt.
Wir zeigen nun, dafl wihrend der Ausfithrung des Algorithmus stets

1< [Vn] <r

gilt. Dazu fiihren wir eine vollstdndige Induktion {iber die Anzahl k der rekursiven
Aufrufe des Algorithmus durch.

k=1:Dann sind [ =1 und r = n, also 1 < y/n < n und somit 1 < [/n] < n.
Induktionsvoraussetzung: Nach k& Aufrufen gelte | < [\/n] <.
Induktionsschritt: Rufe Wurzel(n, [, ) auf. Wenn [ = r gilt, ist nichts zu zeigen.
Sei (LHTTJ)Q > n. Dann gilt v/n < LHTTJ, also mit der Induktionsvoraussetzung

l< [vn] < |5
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und somit nach Ersetzung von r durch LHTTJ die Induktionsbehauptung

I<vn<r
Sei (LHTTJ)Q < n. Dann gilt

|54t ] < v < [Va]

also mit der Induktionsvoraussetzung
5]+ 12 [V <7

und somit nach Ersetzung von ! durch LHTTJ + 1 die Induktionsbehauptung

L<[vn] <r

Wenn der Algorithmus terminiert, gilt [ = r und somit [ = [{/n]. q.e.d.

2.7.4 Aufwandsanalyse

Bei jedem Rekursionsschritt wird eine Multiplikation durchgefiihrt und die Anzahl m

der Zahlen in {I,...,r} wird auf {%J oder {%1 erniedrigt. Wie bei der binéiren Suche

folgt, dal nach héchstens |log, n| + 1 Rekursionsschritten m = 1 ist. Somit ist die
Anzahl der Multiplikationen in O(log), und es gilt O(logy n) % O(V/n).
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2.8 Beispiel: Die schnelle Fouriertransformation

Die Fouriertransformation spielt eine eminente Rolle in der linearen Signalverarbei-
tung, und in technischen Anwendungen (und naturwissenschaftlichen Experimenten)
wiederum spielt die lineare Verarbeitung von Signalen eine wichtige Rolle. Deswegen
ist es von besonderem Interesse, sie schnell berechnen zu kénnen. Wir wollen hier
die Grundidee der sogenannten schnellen Fouriertransformation (FFT = Fast Fouri-
er Transform) skizzieren, weil sie auf einem Divide-et-Impera-Ansatz beruht. i sei in
diesem Abschnitt stets v/—1.

Ist f: R — C Lebesgue-integrierbar, so definiert man die Fouriertransformierte

f:R— Cvon f als
flw) = [ s mar
R

Die Abbildung f — f heilt Fouriertransformation. Falls f wiederum Lebesgue-
integrierbar ist, gilt die sogenannte Umkehrformel

1) = [ flw)emta

Diese Darstellung von f 148t sich anschaulich deuten. Man erinnere sich, daf§ e’ =
coswt + 1 sinwt gilt. Folglich gibt die Umkehrformel eine Zerlegung von f in Cosinus-
und Sinus-Schwingungen an. Dabei beschreibt der Wert f(w) den Beitrag der Schwin-
gungen mit Frequenz w, und zwar gibt der Betrag |f(w)| an, wie stark die Schwin-
gungen der Frequenz w beteiligt sind, und der Winkel arg f (w) gibt die Phasenlage
an. Sowohl die Fouriertransformation als auch die Umkehrformel lassen sich von dem
Raum der Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf groflere Rdume (von Funktionen
oder Distributionen) ausdehnen. Allerdings gelten dort obige Formeln nicht mehr un-
eingeschrankt.

In Anwendungen hat man meist von einem Signal R — C nur die Werte an endlich
vielen aquidistanten Stellen tg,...,t,—1 gemessen. Es liegt also nur eine Funktion
f:40,...,n—1} — C vor; das ist nichts anderes als ein Vektor in C"™. Dementspre-
chend verwendet man eine diskretes Analogon der Fouriertransformation.

Als diskrete Fouriertransformierte f von f: {0,...,n — 1} — C bezeichnet man
die Funktion f: {0,...,n — 1} — C, die folgendermaflen definiert ist:

n—1

fG) =3 flkye ik (2.5)

k=0

Die Abbildung C* — C™, f +— f heifit die diskrete Fouriertransformation
(DFT). Sie beschreibt eigentlich einfach einen Koordinatenwechsel im C™. Fiir je-
des f gilt die Umkehrformel

S

n—1 .
PRy =23 fgyen ik
§j=0
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Achtung! Der Zusammenhang zwischen der Fouriertransformierten eines kontinuier-
lichen Signals, das auf ganz R definiert ist, und der diskreten Fouriertransformier-
ten eines daraus durch Abtastung entstandenen diskreten Signals ist nicht triviall
Das Aussehen der diskreten Fouriertransformierten kann leicht zu uniiberlegten Fehl-
schliissen verleiten.

Die rechte Seite der Definition von f ist fiir alle j € Z definiert. Und wegen €2 = 1
ist sie periodisch mit Periode n. Deshalb kann man die diskrete Fouriertransformier-
te auch als periodische Funktion auf Z ansehen. Sie ist vollstdndig bestimmt durch
ihre Werte auf einem Intervall der Liange n. Héufig wihlt man als Definitionsbereich
das fast symmetrische Intervall {—%,...,—1,0,1,..., % — 1}, um die Argumente in
Analogie zum kontinuierlichen Fall als positive und negative Frequenzen deuten zu
konnen.

Die Berechnung von f gemif der Definition 2.5 benétigt n? Multiplikationen und

2mi
n(n — 1) Additionen. (Die Berechnung der e~ n 7 k¥ Wwird nicht gezihlt, weil sie in

Tabellen abgelegt werden kénnen.)
Es gibt schnellere Algorithmen zur Berechnung der DFT, die sogenannten FFT-

Algorithmen (Fast Fourier Transform). Sie beruhen alle auf einer Divide-et-
Impera-Strategie. Wir skizzieren die Grundidee.

n sei ab jetzt eine Zweierpotenz, n = 2™, m = logyn € N.

2.8.1 Lemma (Danielson, Lanczos 1942)

Gegeben sei f: {0,...,n—1} = C.

Definiere fo, f1:{0,...,5% — 1} = C durch fo(j) = f(2) und fi(j) = f(2j + 1) fiir

jef0,....5 -1}
Dann gilt fiir k € {0,...,5 — 1}

Fk) = folk)+e m fi(h)
~ N _ 2mik .

[(5+k) = folk)—e " fi(k)

Beweis: Nachrechnen

fA’O und fA’l berechnet man wiederum nach obigem Schema aus f/;o\o und j?m bzw. aus .](/;1\0
und f11 usw., bis nach m = log, n Schritten Funktionen fq,. o, mit (a1,...,m) €
{0,1}™ entstehen, deren Definitionsbereich {0,..., 55 —1} = {0} auf einen Punkt zu-
sammengeschrumpft ist. Von solchen Funktionen 148t sich die DFT einfach berechnen;
es gilt ndmlich fﬁm (0) = fay...a, (0).

Fiir jedes (a1, ..., am) € {0,1}™ ist fa, . .a,, (0) gleich f(j) fiir ein j € {0,...,n—1},
aber fiir welches ;57

Genaueres Nachdenken zeigt fa,..a., (0) = f(zglgl a1 2Y). Man beachte, daf die
Dualdarstellung von Zﬁgl az41 28 gerade ayy, . .. a1 ist, also gleich dem Index in um-
gekehrter Reihenfolge (bit reversal).

Damit hat man einen rekursiven Algorithmus zur Berechnung von f gefunden. Die
Anzahl Tyt (n) der benstigten Multiplikationen und die Anzahl Thgq(n) der benétig-
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ten Additionen erfiillen die folgenden Rekursionsgleichungen.

n
Toure(n) = 2Tmue(2) + 5 ne D={2":keN}, Tnu(l)=0
Tadd(n) = 2Tadd(%) +n, nec D7 Tadd(l) =0

Nach C.1.2 (a =2,b=2,1=1, a =) gilt auf D

Touit(n) € ©(nlogn)
Toa(n) € O(nlogn)

Dies ist eine wesentliche asymptotische Beschleunigung gegeniiber der direkten Be-
rechnung.

2.8.2 Bemerkungen 1. In der Praxis werden FFT-Algorithmen iterativ ohne Re-
kursion implementiert; man fingt bei den f,, ., zu rechnen an. Es gibt raffinierte
Implementierungen, siehe z.B. das Buch Numerical Recipes in C.

2. Die multiplikativen Wachstumskonstanten sind recht klein; es gilt Tpui(n) <
5 logy nund Thaa(n) < n logy n. Deshalb sind die FFT-Algorithmen bereits fiir kleine
n schneller als die direkte Berechnung.

3. Ist n keine Zweierpotenz, verlingert man meist f durch Nullen bis zur néchsten
Zweierpotenz. Es gibt aber auch FFT-Algorithmen fiir n, die keine Zweierpotenzen
sind. Zur weiteren Orientierung siehe z.B.

R.E. Blahut: Fast Algorithms for Digital Signal Processing. Addison-Wesley 1985.

2.8.3 Vergleich des Rechenaufwands von DFT und FFT

n n? (DFT) 2 logyn (FFT) Speed Up
4 16 4 4
32 1024 80 12,8
256 65536 1024 64

1024 1048576 5120 204,8
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2.9 Beispiel: Schnelle Multiplikation von n-Bit-Zahlen

Seien n € N, a,b € N, 0 < a,b < 2. Dann haben ¢ und b Dualentwicklungen a =
Z;:Ol ;2 b = 2?2—01 B;27, a, B; € {0,1}. a und b haben also Dualdarstellungen
Qp—1...ap und Bn_1...0y der Lange n. Solche Zahlen nennt man deshalb n-Bit-
Zahlen.

Problem: Finde schnelle Algorithmen zur Multiplikation zweier n-Bit-Zahlen.
2.9.1 Schulalgorithmus

p=0;
for(j=0;5<n;j=7+1){
p=p+a;b;
b=2b;

}

Zum Schluf} ist p = ab.

Welche Operationen zihlen wir bei der Aufwandsberechnung? Und mit welcher Ge-
wichtung?

e Additionen: T,q4(n) sei der Aufwand zur Addition zweier n-Bit-Zahlen.
Annahme: Thqq(n) € O(n)

e  Schiebeoperationen: Ist b eine n-Bit-Zahl mit Dualdarstellung 3,1 ... B, so hat
2b die Dualdarstellung 5,1 ... 80 0, d.h. die Multiplikation mit 2 148t sich durch
eine Schiebeoperation realisieren. Typige(n) sei der Aufwand zur Verschiebung
einer n-Bit-Zahl um eine oder mehrere Stellen nach links.

Annahme: Tgi(n) € ©(n)

2.9.2 Aufwand des Schulalgorithmus

Pro Durchlauf durch die for-Schleife wird 1 Schiebeoperation mit Aufwand Typis (n+7)
und 1 Addition mit Aufwand Thqa(n+ j) ausgefithrt. Die Multiplikation mit «; kostet
nur konstante Zeit 7, weil sie durch eine if-Abfrage (a; == 07?) erledigt werden kann.
Insgesamt betriigt der Aufwand also

n—1

Z(Tshift(n + )+ Taga(n+j)+7)
=0

Es gibt ng € N, ¢; > 0, ¢c2 > 0, so daB fiir n > ng, 0 < j < n gilt

c1(n+7) < Tanigg(n + J) + Taaa(n + ) < ca(n + j)



KAPITEL 2. DIE STRATEGIE DIVIDE ET IMPERA 32

und somit
n n—1
a(n®+ ;n=1)) = «a Z(TMLJ')
7=0
n—1
< (Tenige(n + §) + Taga(n + j))
=0
n—1
< e ) (n+7)
7=0

Daraus folgt
Tschulalgorithmus € ©(n?)

2.9.3 Ansatz zu einem schnelleren Algorithmus

Sei n = 2% mit k € N.

Schreibe a = a;1-2% +as, b = by 2% +by. Die Zahlen ay, az, by, by sind 2-Bit-Zahlen mit

den Dualdarstellungen a1 = ap—1...@z, a2 = az_1...a0, by = Brn_1 . ..5%, by =
Z-1--- ﬁo.

Es gllt a-b= a1b1 - 2"+ (albg + agbl) . 2% + a2b2.

Das sind
4 Multiplikationen von %-Bit-Zahlen 4 Tt (%)
3 Additionen von Zahlen mit héchstens n Bit 3Taaa(n)
2 Schiebeoperationen von n-Bit-Zahlen 2 Tynige(n)

Nun gllt a-b= a1b1 A ((a1 + 0,2)(()1 + b2) — a2b2 — albl) . 2% + agbg. Wiren a1 +as

und by + bs §-Bit-Zahlen, so bréuchte man

e nur 3 Multiplikationen,
e aber 6 Additionen

e und 2 Schiebeoperatioen.
a1 + ag und by + by konnen aber % + 1 Bit lang werden. Setze

a1 +ax = a-2%+A
bi+by, = B-22+B

wobei a, f € {0,1} und A und B %-Bit-Zahlen sind.
Es gilt (a1 +a2)(by +be) =aB-2"+(aB+ A)-22 + AB.

Das sind
1 Multiplikation von F-Bit-Zahlen Tmult(%)
3 Additionen von Zahlen mit hochstens n + 1 Bit Tadd(n + 1)
2 Multiplikationen mit 0 oder 1 € O(1), da durch if realisierbar

1 Schiebeoperation von n-Bit-Zahlen Tenite(n)
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2.9.4 Skizze eines Divide-et-Impera-Algorithmus (Karatsuba-Ofman 1962)

(1)  Zerlege a in a; und ag, b in by und bs.
(2) Berechne o, 3, A, B.

(3) Berechne z; = a1by, 22 = azbe, 23 = AB.
Das sind Produkte von #-Bit-Zahlen. Falls § > 1, werden sie rekursiv nach

2
diesem Algorithmus berechnet. Falls § = 1, ist nur eine Multiplikation von zwei

Bits auszufiihren; dazu kann man eine Tabelle (oder einen Maschinensprache-
befehl) benutzen.
(4)  Berechne

if (a==1und f==1)y=2"+ (A+ B)-2% + 23;
elseif (a==1und B==0)y=B-2% 4 z3;
elseif (a==0und B==1)y=A-2% + 23;
else y = z3;

Y=Y —z1— 22

(5) Produkt = 21 - 2" +y - 2% + zy;
2.9.5 Aufwandsanalyse

(1) 4 Kopieroperationen in O(n).

(2) 2 Additionen von F-Bit-Zahlen, Bestimmung des Ubertrags, Kopieren von zwei

5-Bit-Zahlen. Insgesamt ein Aufwand in O(n).
(3) 3 Multiplikationen von %-Bit-Zahlen, also 3 T (5).

(4) Hochstens 1 Addition von §-Bit-Zahlen, also < Thqa(%),
hochstens 2 Additionen von n-Bit-Zahlen, also < 2 Tyq4(n),
2 Subtraktionen von n-Bit-Zahlen, also 2 T,q4(n),
Vergleiche und Addition von 2™ mit einem Aufwand in O(1),
insgesamt ist dies ein Aufwand in O(n).

(5) 2 Schiebeoperationen, also 2 Tgpit (1),
2 Additionen, also 2 T,q4(n),
also insgesamt ein Aufwand in O(n).

Zusammengefafit ergibt sich
Toate(n) € 3 Tmar(5) + O(n)
Daher gibt es ein ¢ > 0 mit
Tt (n) < 3Tmult(g) +cn firneD:= {Qk: keN}, T(1)=1

Fiir die Losung von S(n) = 35(%) +¢n, n € D,n > 1, S(1) = 1, gilt nach C.1.2
S € O(n'°829). Mit 2.5.1 folgt daraus

Tt € O(nlog2 3) auf D
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Beachte: O(n!°#23) ; O(n?) weil logy 3 ~ 1,59 < 2.

Dieser Multiplikationsalgorithmus ist also asymptotisch schneller als der Schulalgo-
rithmus. Es gibt aber noch bessere (von Schénhage und Strassen 1971), die aber nur
theoretische Bedeutung haben.
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2.10 Beispiel: Schnelle Matrixmultiplikation

R sei ein Ring (z.B. R), n € N, R"*™ der Ring der n x n-Matrizen iiber R.
A, B € R™*™ seien zwel n X n-Matrizen, A = ()i, B = (bij)i,;-
C = (cr)ky = A- B € R™*" ist definiert durch

crl = Zakjbjl fiir k,1 € {1,...,n}
j=1

Zur Berechnung von C nach der Definition benétigt man n? - n = n? skalare Multi-

plikation (d.h. Multiplikationen in R) und n*(n — 1) skalare Additionen.

Uberraschenderweise gibt es Algorithmen zur Berechnung von A - B, deren Aufwand
asymptotisch langsamer wichst als n3. Der erste stammt von V. Strassen 1969. Er
beruht auf einer Divide-et-Impera-Strategie und setzt voraus, dafl n eine Zweierpotenz
ist.

Sei also n = 2% mit k € N.

Man teilt A, B und C jeweils in vier § x §-Matrizen auf:

Ann A Bi1 Bia Cn Ci2
A= , B= ,C=
( Az1 Az By Baa Co1 O
Man fait also A, B, C als 2 x 2-Matrizen {iber dem Ring R= X% auf.
Es gilt

Cun = A Bu+ A By
Ci2 = An-Bia+ Aia- By
Co1 = Aoy -Bii+ Az -Boy
Cy = Ao -Bio+ Az - Bao

Die Multiplikation von A und B wird also auf 8 Multiplikationen von g x §-Matrizen
und 4 Additionen von % x %-Matrizen, also 4 (%)? skalare Additionen zuriickgefiihrt.
Sei T'(n) die Summe der Anzahl der skalaren Multiplikationen und der Anzahl der ska-
laren Additionen, die zur Berechnung der Produkts zweier n x n-Matrizen ausgefiihrt
werden, so gilt T'(n) = 8T(%) +4- (%)°.

Berechnet man A - B rekursiv nach obigem Muster mit Abbruchschwelle ng = 1, also
T(1) = 1, so wird der Rechenaufwand durch obige Rekursionsgleichung gegeben. Nach
C1.2 (mit a=28,b=2,1=2,a>b") folgt T € O(n?) auf D = {2F : k € N} (denn
log, a = log, 8 = 3). Also keine Verbesserung gegeniiber der direkten Berechnung!
Was mufl man dndern, um einen asymptotisch langsamer wachsenden Aufwand zu
erhalten?

Betrachte die Rekursionsgleichung
T(n)=aT(3)+c(5)?

Wir gehen davon aus, da a > 22 = 4. Dann ist nach C.1.2 T' € ©(n'°%2¢). Und es
gilt log, a < 3 <= a < 8. Man miifite also den Rekursionsschritt so modifizieren, daf3
weniger als acht § x §-Matrizen zu multiplizieren sind.
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2.10.1 Satz (Strassen) Das Produkt von zwei 2 x 2-Matrizen iiber einem Ring
M kann durch 7 Multiplikationen und 18 Additionen (einschlieBlich Subtraktionen)
berechnet werden.

Cu Ci2 \ _( Au A\ ([ Bu B
Co1 Ca Agr Ao By B

X1 = (An + A) - (B + B2)

Bewelis: Sei

Xy = (Ao + Az)- By
X3 = A1 - (B2 — Ba)
Xy = A (B — Bn)
X5 = (A1 + A1) Ba
Xe = (A1 —An)-(Bu+ Br2)
X7 = (A1 — Ag) - (B2 + Ba2)
Damit gilt
Ci = Xi+Xyu—-Xs+Xy
Cr2 = X3+ X5
Co1 = Xo+ Xy
Coa = X1+X3—Xo+ Xe

q.e.d.

Wendet man diesen Satz mit M = R2*% an, so hat man die Multiplikation von
A, B € R™™ auf 7 Multiplikationen und 18 Additionen in RZ*% zuriickgefiihrt.
Dies verwendet man als Rekursionsschritt eines rekursiven Algorithmus mit Abbruch-
schwelle ng = 1. Sein Aufwand erfiillt die Rekursionsgleichung

Tn)=7T(2)+18 (2’ , neD={2":keN}, T(1)=1
Nach C.1.2 (mit a =7,b=2,1=2, a > b) gilt
T € O(n'°e 7);0(713)

weil log, 7~ 2,81 < 3.

2.10.2 Bemerkungen

1. Der Algorithmus ist fiir die Praxis nicht von Bedeutung, weil die multiplikative
Konstante zu grof} ist; erst ab n = 128 ist Strassens Algorithmus schneller als
die direkte Berechnung.

2. Mit anderen Methoden kann man Algorithmen konstruieren, die asymptotisch
noch schneller sind: T € O(n?37%) (Coppersmith, Winograd 1987).
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2.11 Beispiel: Minimalabstand einer endlichen Punkt-
menge in der Ebene

2.11.1 Aufgabe: Gegeben sei eine endliche Punktmenge P C R2. Bestimme ihren
Minimalabstand d(P) = min{||p — ¢||: p,q € P,p # ¢}. Dabei sei || || die euklidische
Norm.

Sei P ={p1,...,pn} und p; = (z;,y;), p; # p; fir i # j, also #P =n, n > 2.
2.11.2 Naiver Algorithmus

(1) Berechne fiir jedes Paar (i,5) € {1,...,n}? mit ¢ < j den Abstand d;; = || p; —

pill = V(@i — 2)* + (i — y;)*-
(2) Bestimme d = min{d,;: ¢ < j}.

Aufwand: Wir zihlen nur Abstandsberechnungen zwischen Punkten im R2. Es wer-
den in(n — 1) Abstandsberechnungen ausgefiihrt. Somit ist der Aufwand in ©(n?).

2.11.3 Divide-et-Impera-Ansatz
Zerlege P in zwei moglichst gleiche Teile P, und P,. Kennt man die Minimalabstdnde
d(Py) und d(P,), so kann man d(P) folgendermaflen berechnen:
d(P) = mln{d(P1)7 d(PQ)a d(P17P2)}
wobei d(Py, Py) = min{||p—q||: p € P1, q € P2}.

Zur Berechnung von d(Pi, P,) mu man (%)? Abstandsberechnungen ausfiihren. Die

Idee ist nun, aus den vielen moéglichen Zerlegungen von P in zwei Hélften eine aus-
zuwithlen, welche die Berechnung von d(P;, P») mit geringerem Aufwand ermoglicht.

Wir nehmen an, daf} die py,...,p, so numeriert sind, dafl die Folge z1,...,z, ihrer
Abszissen monoton wéchst. Das 148t sich durch ein Sortierverfahren wie z.B. Merge-
Sort mit einem Aufwand in O(n logn) erreichen.

Wiihle ein g € R, so daB #{z;: z; < xo} < [2| und #{z;: z; > o} < [2] (z.B.
Py enthalte alle p; mit ; < xg, P> alle p; mit x; > x. Die p; mit x; = x¢p werden so
auf P; und P, verteilt, dal |#P1 — #P>| <1 gilt.

Sei § = min{d(P,), d(P2)}.

Um d(P) zu berechnen, braucht man nur noch Punktepaare (p,q) € P X P> mit
[|p—ql| < & zu betrachten, falls es welche gibt. Solche Punkte liegen in dem Streifen

S = {(x,y) €R?*: |z — x| < 6}

Da aber P; x P ganz in diesem Streifen liegen kann, erhilt man nicht unbedingt
eine Reduktion des Aufwands. Man mufl noch eine weitere geometrische Betrachtung
anschlieflen.

2.11.4 Lemma Fiir jedes yo € R enthalten sowohl Py N (Jzg — 3, xo]X]|yo—9, yo+9])
als auch P N (Jxo, zo + 8] X]yo — 0, yo + 6[) hochstens 10 Punkte.

Beweis: Wegen d(Py) > ¢ gilt || p—q|| > ¢ fiir alle p,q € P1, p # q. Daher gibt es zu
jedem y hochstens einen Punkt in P, NS mit Ordinate .
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Seien R =]z — 6, o] X]yo — &, yo + 6[ und Py N R = {q1,...,qx}. Die offene Kreis-
scheibe im R? mit Mittelpunkt ¢; und Radius % sei mit K (g;, g) bezeichnet. Diese
Kreisscheiben sind disjunkt, weil ihre Mittelpunkte ja mindestens den Abstand §
voneinander haben. Auflerdem hat der Durchschnitt so einer Kreisscheibe mit dem
Rechteck R einen Fldcheninhalt, der mindestens ein Viertel der Kreisscheibenfliche
betrégt. Damit folgt

262 = Fliche von R
g 5
> Flich K(q;, =
> #che von U (qJ,Q)OR
Jj=1
k
= Z Fliche von K (g;, 5) N R
j=1
k
2
> > it
j=1
62
= k/’ﬂ'ﬁ
also k < BTQJ < 10.
Entsprechend folgt die Behauptung fiir Ps. q.e.d.

2.11.5 Folgerung Ist p = (zp,y,) € PA NS, so gibt es hochstens 10 Punkte ¢ =
(2q,Yq) € PoNS mit | yp —yq| < 6. Bei der Berechnung von d(P) braucht man || p—q||
nur fiir diese hochstens zehn Punkte g zu bestimmen.

Wie findet man diese Punkte g schnell?

Indem man die Punkte in P NS so umsortiert, dafl ihre Ordinaten monoton wach-
sen. Sei namlich PN S = {q1,...,a}, ¢; = (uj,vj), 1 < ... < v. Zu ¢; koénnen
dann hochstens die Punkte ¢;j—19,...,¢j—1, ¢j+1,---, gj+19 einen Abstand kleiner als
0 haben.

Somit erhélt man folgenden rekursiven Algorithmus.
2.11.6 Erster Algorithmus
1. Schritt: Sortiere die Punkte von P als Folge p1, ..., p, mit wachsender Abszisse.

2. Schritt: Berechne d(P) rekursiv auf folgende Weise:
Falls #P = 1, setze d(P) = 0; ansonsten

e teile P wie oben beschrieben durch eine senkrechte Trennlinie in zwei moglichst
gleiche Teile P; und Ps;

e  berechne (rekursiv) d(P;) und d(Ps;
o setze d = min{d(P—1), d(P)} und S = Streifen der Breite 26 um die Trennlinie;
e sortiere die Punkte in P NS nach wachsender Ordinate;

e gehe diese Punkte der Reihe nach durch und berechne jeweils ihren Abstand zu
den 9 néchsten Nachfolgern; falls dabei ein Abstand a < § auftritt, ersetze den
Wert von ¢ durch den von a;



KAPITEL 2. DIE STRATEGIE DIVIDE ET IMPERA 39

e gib den Wert § zuriick.

Aufwandanalyse
Sortieren nach wachsenden Abszissen  O(n logn)
Sortieren nach wachsenden Ordinaten O(n logn)
Durchlauf durch PN S O(n)

Also ergibt sich fiir den Aufwand T die asymptotische Rekursionsgleichung
T(n)€2T([%])+O(nlogn), T(1)=0

Mit 2.5.1 und C.2.5 folgt
T € O(n (logn)?)

2.11.7 Zweiter Algorithmus

Man kann den obigen Algorithmus beschleunigen, indem man bei jedem rekursiven
Aufruf nicht nur den Minimalabstand zuriickgibt, sondern auch die nach wachsender
Ordinate sortierten Punkte. Dazu mufl man lediglich die derart sortierten Punkte von
Py und P, zusammenmischen wie bei MergeSort, was mit einem Aufwand in O(n)
geht (statt O(n logn) fiir das komplette Sortieren wie in obigem Algorithmus). Fiir
den Aufwand erhélt man dann die Rekursionsgleichung

T(n) € 27([3]) +0(n), T(1)=0

Nach 2.5.1 und C.2.4 gilt
T € O(n logn)



Kapitel 3

Sortieren

3.1 Grundbegriffe

3.1.1 Aufgabenstellung beim Sortieren

Gegeben sei eine Folge von Datensétzen Dy, ..., D, (z.B. als Structs oder Records)
und eine geordnete Menge S mit der Ordnungsrelation <. Zu jedem Datensatz D;
gehore ein sogenannter Schliissel a; € S (der meist in einer Komponente des Daten-
satzes D; abgespeichert ist).

Gesucht ist eine monoton wachsende Anordnung ar;y < ... < aq(,) der Schliissel
ai,...,an, wobei 7 eine Permutation von {1,...,n} ist.
Man nennt dann D1y, ..., Dy, eine nach den Schliisseln a; sortierte Folge.

3.1.2 Bemerkungen

1. Typische Beispiele fiir die Schliisselmenge S sind N, Z, R oder A* d.h die Menege
der Worter iiber einem Alphabet A; dabei ist auf A irgendeine Ordnung gegeben, und
auf S wird die induzierte lexikografische Ordnung genommen.

2. Fiir die prinzipielle Losung der Sortierverfahren spielt die spezielle Gestalt der
Datensitze und Schliissel keine Rolle. Man kann daher (wie wir es bisher auch ge-
tan haben) 0.B.d.A S = N annehmen und den sonstigen Inhalt der Datensitze ver-
nachléssigen. In der Praxis mul man jedoch auf die Gréfle der Datensdtze und die
Art der Schliissel Riicksicht nehmen, weil sie die Zeit der Kopier- und Vergleichsope-
rationen beeinflussen. Man wird oft mit Zeigern auf die Datensétze und nicht mit den
Datensétzen selbst arbeiten.

3. Nach IBM-Angaben wird 25% der Rechenzeit in komerziellen Systemen fiir Sortie-
ren verwendet. Das liegt daran, dafl Sortieren als Basisoperation in vielen Algorithmen
vorkommt; insbesondere kann die Suche von Datensétzen durch vorheriges Sortieren
wesentlich beschleunigt werden.

3.1.3 Eigenschaften von Sortierverfahren

Interne Sortierverfahren sind darauf ausgelegt, dafl simtliche Datenséitze im Ar-
beitsspeicher (RAM) des Rechners liegen, also insbesondere schnell in beliebiger Rei-
henfolge auf die Datensitze zugegriffen werden kann.

40
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Externe Sortierverfahren sind darauf ausgelegt, dafl die Datensétze auf externen
Datentrigern (Magnetbindern, Festplatten, Disketten) liegen, die nur sequentiell oder
blockweise gelesen werden kénnen.

Ein Sortierverfahren heifit am Ort (in place, in situ), wenn neben dem Speicherbedarf
fiir die Eingabe nur noch ein konstanter d.h. von der Gréfle der Eingabe unabhingiger
Speicherplatz benétigt wird.

Ein Sortierverfahren heifit stabil, wenn die relative Position der Datensétze mit glei-
chem Schliissel erhalten bleibt d.h. wenn gilt: a; = a; und i < j = (i) < 7(j).

3.2 TUberblick iiber Sortierverfahren

Den Rechenaufwand von Sortierverfahren mifit man meist mit Hilfe der Anzahl von
Schliisselvergleichen und/oder der Anzahl von Kopieroperationen von Datensétzen
(bzw. von Zeigern auf Datensiitze). In der Praxis kann der wirkliche Zeitaufwand stark
schwanken, z.B. ist der Vergleich von Strings viel aufwendiger als der von Integers.

Da meist eine grofle Zahl von Datensétzen sortiert werden soll, ist der Speicherbedarf
des Verfahrens wichtig, insbesondere ob es am Ort arbeitet.

Der Berechnung des mittleren Aufwandes legt man meist folgende Voraussetzun-
gen zugrunde:

1. Die Schliissel a1, ..., a, der zu sortierenden Datenséitze sind paarweise verschieden.
2. Alle Anordnungen (1), - -, 0r(n) mit 7 € &, = Gruppe der Permutationen von
{1,...,n}, sind gleichwahrscheinlich; man berechnet also den arithmetischen Mittel-
wert % ZWEGn T(aw(l), ceey a,r(n)).

Einfache interne Sortierverfahren

Sortieren durch Auswahl (Selection Sort)

Sortieren durch Einfiigen (Insertion Sort)

Sortieren durch Austausch, speziell Bubble Sort

Alle diese Verfahren arbeiten am Ort und sind fiir kleine n recht schnell. Asymptotisch
ist ihr Aufwand aber in ©(n?).

Hohere interne Sortierverfahren
Bester Fall Schlechtester Fall im Mittel

Merge Sort  Q(n logn) ©O(n logn) O(n logn)
Quick Sort  Q(n logn)  O(n?) O(n logn)
Heap Sort  Q(n logn) ©(n logn) ©(n logn) am Ort

Die obigen Sortierverfahren werden allgemeine Sortierverfahren genannt, weil sie tiber
die Schliisselmenge keine besondere Voraussetzungen machen und Vergleiche gemaf
der Ordnungsrelation benutzen. Fiir kleinere Schliisselmengen kann man Sortierver-
fahren verwenden, die auf der Verteilung der Schliissel auf vorgegebene Fécher be-
ruhen. Dazu gehoren Bucket Sort und Radiz Sort. Thr Rechenaufwand wéchst nur
linear mit n. Hat die Menge aller moéglichen Schliissel hochstens m Elemente, so ist
der Aufwand von Bucket Sort asymptotisch durch ¢ - (n 4+ m) nach oben beschrinkt,
der von Radix Sort durch ¢ - n logm fiir ein ¢ > 0.
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Fiir externes Sortieren eignen sich Varianten von Merge Sort.

Fazit: Es gibt kein schlechthin bestes Sortierverfahren. Die jeweilige Anwendungssi-
tuation ist ausschlaggebend fiir die Wahl.

Die in © verborgenen multiplikativen Konstanten sind bei Merge Sort, Quick Sort
und Heap Sort recht klein, so da§ die Verfahren schon fiir kleine n (d.h. etwa >
10 schneller als die einfachen Sortierverfahren sind. Im Mittel ist Quick Sort am
schnellsten. Sind jedoch in einer Anwendung die Eingaben nicht gleichwahrscheinlich,
so kann Quick Sort langsam werden; so mag Quick Sort in seiner Urform z.B. keine
teilweise vorsortierten Eingaben.

In der Praxis will man meist eine Folge von Datensétzen Dy, ..., D, sortieren, die
durch structs dargestellt werden, in denen eine Komponente den Schliissel a; enthalt,
also a; = D;.Schluessel. Weil der sonstige Inhalt der D; beim Sortieren keine Rolle
spielt, werden wir lediglich die Folge der Schliissel a1, ..., a, sortieren. Wir gehen da-
von aus, daf a1, ...,a, in einem Array A[1...n] abgelegt ist und verwenden Arrays
mit Indexbereichen, die nicht notwendig bei 1 anfangen. In praktischen Implementie-
rungen konnen auch andere Datenstrukturen benutzt werden.

3.3 Einfache Sortierverfahren

3.3.1 Sortieren durch Auswahl
SelectionSort(A[l...n]) {
for (i=1;i<nyi=1+1){
for (j=i+1;7<nj=j+1){
if (Afj] < Ali]) {vertausche A[i] und A[j]; }

3.3.2 Sortieren durch Einfiigen

InsertionSort( A[1...n] ) {
for (i=25i<nyi=i+1){

=1

a = Ali];

while (A[j — 1] > a und j > 2) {
Alj] = A[j —1];
J=J—-1

}

Alj] = a;

}

In der while-Schleife ist A[1...i—1] bereits sortiert, und A[i] wird so in A[l...4] ein-
gefiigt, dal A[1...1] sortiert ist. Die rechts von der neuen Position von A[i] stehenden
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Elemente werden um eine Position nach rechts verschoben.

3.3.3 Sortieren durch Austausch

Idee: Durchlaufe die Schliisselfolge a1, . . ., a,, und vertausche dabei a;_; und a;, wenn
aj—1 > a;. Wiederhole dies, bis kein Austausch mehr moglich ist.

BubbleSort1( A[1...n] ) {
do {
ausgetauscht = nein;
for (i=2;i<mji=i+1)
if (A[i—1] > A[{])
vertausche Afi — 1] und Ald];
ausgetauscht = ja;

{
{

}
}
} while (ausgetauscht == ja);
}

Beweis der Korrektheit: Wenn der Algorithmus terminiert, wurde kein Austausch
mehr vorgenommen, und das bedeutet gerade, dafl das Array sortiert ist. Es ist also
nur zu zeigen, dafl der Algorithmus terminiert.

Beachte:

Nach dem 1-ten Durchlauf durch die while-Schleife steht in A[n] das Maximum von
All...n].

Nach dem 2-ten Durchlauf durch die while-Schleife steht in A[n — 1] das Maximum
von A[l...n—1].

usw. Nach dem (n — 1)-ten Durchlauf durch die while-Schleife steht in A[2] das
Maximum von A[l...2].

Somit wird spétestens beim n-ten Durchlauf kein Austausch mehr vorgenommen, und
der Algorithmus terminiert. q.e.d.

Aufgrund obiger Beobachtung, dal nach dem j-ten Durchlauf das Array Ajn — j +
1...n] bereits die j grofiten Elemente in sortierter Reihenfolge enthilt, kann man den
Algorithmus ein wenig effizienter machen.
BubbleSort2( A[1...n] ) {
for (j=mn;j>2;5=7-1){
for (i=2i<ji=1i+1)
if ( A[i — 1] > A[d] ) vertausche A[i — 1] und Al];
}

}

Durch Verwendung einer Variablen ausgetauscht wie in BubbleSortl kann das Ver-
halten im besten Fall verbessert werden.

3.3.4 Rechenaufwand
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Bei den obigen einfachen Sortierverfahren liegt die Anzahl der benétigten Vergleiche
im schlechtesten und im mittleren Fall stets in ©(n?). Im besten Fall brauchen manche
weniger Vergleiche.

3.3.5 Bemerkung Die obigen einfachen Sortierverfahren arbeiten alle am Ort.
Fiir kleine n (etwa < 20) sind sie den im Folgenden aufgefithrten komplexeren Sor-
tierverfahren vorzuziehen.

3.4 Merge Sort

Sortieren durch Verschmelzen (oder Sortieren durch Mischen) haben wir schon im
ersten Kapitel untersucht. Die prinzipielle Gestalt ist folgende:

MergeSort(A[m ... k]) {

if(m < k) {
n=k—m+1,;
L=15 —1];

MergeSort(A[m ... m +1]);

MergeSort(A[m +1+1...k]);

verschmelze Ajm...m+ 1] und Ajm+1+1...k]
zu dem sortierten Array Ajm...k];

}
3.4.1 Rechenaufwand

In 1.3.5 haben wir schon gesehen, dafl das Verschmelzen mit n — 1 Vergleichen geht,
aber nicht mit weniger. Deshalb gilt fiir die Anzahl der Vergleiche

T(n) = T(|2)) + T([2]) +n 1, T(1)=0

und zwar unabhéngig von den Werten der Glieder der zu sortierenden Folge a1, . . ., a,.
Lediglich ihre Lange spielt eine Rolle. Diese Rekursionsgleichung beschreibt also die
Rechenzeit sowohl im besten als auch im schlechtesten Fall.

In 1.3.5.4 haben wir die Rekursionsgleichung bereits explizit gelost. Danach gilt

Thest = Tworst = Taverage € O(?’L log 7’L)

3.4.2 Speicherbedarf

Beim Verschmelzen wird ein Hilfsarray benotigt, dessen Liange die Summe der Léngen
der beiden Teilarrays ist; im schlechtesten Fall also n. Auflerdem wird fiir die Rekur-
sion ein Stapel der Tiefe O(logn) benétigt.

Die obige Form von Merge Sort arbeitet also nicht am Ort, sondern benétigt > 2n +
log n Speicher.

3.4.3 Bemerkungen

1. Es gibt Modifikationen von Merge Sort, die mit 1+ const viel Speicher auskommen
(siehe Zitate in dem Buch von Ottmann, Widmayer).
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2. Man kann Merge Sort auch rein iterativ formulieren. Dazu fingt man ”unten
an (bottom up) d.h. man betrachtet die a; als 1-gliedrige Folgen und verschmilzt
jeweils ag;—1 und ag; zu einer 2-gliedrigen Folge. Diese 2-gliedrigen Folgen werden
dann wiederum zu 4-gliedrigen Folgen verschmolzen usw.

3. Der Verschmelzungsschritt in Merge Sort kann leicht so entworfen werden, dafl
Merge Sort stabil ist.

3.5 Quick Sort

Quick Sort wurde 1962 von C.A.R. Hoare entwickelt. Es beruht wie Merge Sort auf
einer Divide-et-Impera-Strategie. Der Unterschied besteht darin, daf} die Zerlegung in
zwei Teile aufwendiger gestaltet wird und dadurch das Verschmelzen der sortierten
Teilfolgen trivial wird.

3.5.1 Idee

(1) Zerlege die Schliisselfolge a1, ..., a, in zwei Folgen by,...,b,, und cy,...,cpn,, SO
daB b; <¢; firallei € {1,...,n1} und j € {1,...,n2}.

(2) Sortiere by,...,b,, und c1,...,Cpn,.

(3) b1,...,bn,,C1,-..,Cn, ist dann eine sortierte Permutation von a1, ..., a, d.h. das

Verschmelzen besteht nur aus einem Aneinanderhéngen.

Wesentlich ist der Zerlegungsschritt (1). Er wird bei Quick Sort typischerweise fol-
gendermaflen durchgefiihrt:

e Wihleeinp e {1,...,n}.

o Teile ay,...,ay in zwei Teilfolgen auf; die erste bestehe aus allen a; mit a; < ap,
die zweite aus allen a; mit a; > a,.

ap wird Pivotelement genannt. Die verschiedenen Varianten von Quick Sort unter-
scheiden sich vor allem durch unterschiedliche Wahlen des Pivotelements. Wir werden
im Folgenden a; als Pivatelement wahlen. Es gibt aber andere heuristische Wahlen,
die in manchen Situationen vorteilhafter sind. Ideal wire der Median; leider muf} fiir
eine effiziente Berechnung des Medians die Folge bereits vorher sortiert werden.

Ist die Schliisselfolge aq,...,a, in einem Array A[l...n] gespeichert, so kann man
dieses Array so umordnen, dafl die erste Teilfolge in A[1...%k — 1] und die zweite in
Alk+1...n] und a, in A[k] stehen.

3.5.2 Zerlegungschritt
Zerlege( A[1...n] ) {

1 =1;
Jj=n+l
pivot = All];

while (i <j){
do i =i+ 1 while ( Ali] < pivot und i < j );
do j = j — 1 while ( A[j] > pivot und ¢ < j );
if (¢ < j ) vertausche A[i] und A[j];
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}
vertausche A[1] und A[j];

3.5.3 Bemerkungen

1. Bei Beendigung der while-Schleife ist ¢ = j oder ¢ = j + 1, also j — i = 0 oder
j—i = —1. Da am Anfang j —i = n war, werden insgesamt n oder n + 1 Vergleiche
ausgefiihrt.

2. Aufler dem Array wird kein zus#tzlicher Speicher benétigt.

3. Obiger Zerlegungsschritt erhélt nicht die relative Position gleicher Schliissel.

4. Die Abfragen, ob i < j ist, in den beiden do-Schleifen, dienen nur dazu, daf§ der
Indexbereich des Arrays nicht iiberschritten wird. Wenn z.B. A[k] < pivot fiir alle
k € {2,...,n}, so wiirde die erste do-Schleife nicht enden. Statt ¢ < j kann man in
der ersten do-Schleife auch ¢ < n und in der zweiten j > 1 priifen. Man kann die

Abfragen sogar ganz weglassen, wenn man das Array um ein Element A[0] und ein
Element A[n + 1] so erweitert, da8 A[0] < A[k] < A[n + 1] fiir alle k € {1,...,n}.

3.5.4 Quick Sort Der gesamte Algorithmus lautet nun folgendermafien.

QuickSort( A[l...7]) {

(1) i=1
(2) j=r+1;
(3) pivot = All];
(4) while (i <j) {
(5) do i =i+ 1 while ( A[i] < pivot und i < j );
(6) do j = j — 1 while ( A[j] > pivot und i < j );
(7) if (¢ < j ) vertausche Afi] und A[j];
}
(8) vertausche A[l] und A[j];
(9) if (I<j—1) QuickSort( A[l...57—1]);
(10) if (j+1<r) QuickSort( A[j+1...7]);

3.5.5 Aufwandsanalyse

Die Anzahl der Operationen in den Zeilen (1)-(3) ist in O(1). Sein =r —[+ 1. In
den Zeilen (5) und (6) werden n oder n+ 1 Vergleiche zwischen Schliisseln ausgefiihrt;
die Anzahl der anderen Operationen liegt in O(Anzahl der Vergleiche). Die Anzahl
der Operationen in Zeile (7) liegt in O(1). Die while-Schleife wird héchstens so oft
durchlaufen, wie Vergleiche zwischen Schliisseln ausgefiihrt werden.

Die Anzahl aller Operationen liegt also in O(Anzahl der Vergleiche zwischen Schliisseln).
Sei T(AJl...r]) die Anzahl der Vergleiche von Schliisseln. Dann gilt

TAL..7") <n+1+T(A[l...5 = 1)+ T(A[j+1...7])

3.5.5.1 Schlechtester Fall
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Sei Tworst(n) die Anzahl von Vergleichen zwischen Schliisseln, die QuickSort bei Ein-
gabe eines Arrays A[l...n] maximal ausfithrt. Dann gilt

Tworst(n) S n -+ 1 + maX{Tworst(j - 1) + Tworst(n *]) 1 S ] S n} fiir n Z 2
Tworst (0) = Tworst(l) =0

Lemma Es gilt Tyorst(n) < 2(n +1)(n+2)—3firn>2.
Beweis: Vollstédndige Induktion nach n.

n = 2: Tyorst(2) < 3+ max{0,0} =3=13-3-4-3.
Induktionsschlu: n — 1 +—n

Induktionsvoraussetzung: Fiir 1 < j < n gilt

Toorst(j —1) < 5j(i+1)=3=3("+4) -3
Tworst(n —j) < 2(n—j+1)(n—j+2)—3
= f(n*—-nj+2n—nj+;2—-2j+n—j+2)-3
Tworst(j — 1) + Tworst(n — j) < 2(n®>+3n+2+252—2j —2nj) — 6
< I(nP+n+2)-6

weil 252 — 25 —2nj < —2n fiir 1 < j < n.

(Begriindung: Die Funktion f(z) = 22? — 2z — 2nx ist konvex, da f”(x) = 4 > 0 fiir
alle z, und es gilt f(1) = —2n und f(n) = —2n.)

Damit folgt jetzt die Behauptung des Induktionsschlusses:

IN

1
n+1+5(n2+n+2)—6

in?+3n+2)—5
= i(n+1)n+2)-3

Tworst (n)

Folgerung Tyorst € O(n?).

Lemma Es gilt auch Tyorst € Q(n?).

Beweis: Sei A[1] < A[2] < ... < A[n]. Mit dem Pivotelement A[1] hat bei jedem
Rekursionsschritt das erste Teilintervall A[l...j] nur die Linge 1. Daher gilt
n+TQ1)+T(A]2...n])
n+(n-—1)+T(A[3...n])

T(A[L...n))

(A\YARAVARIY]

Y4
M
w

Fazit: Tyorst € O(n?)
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Achtung! Falls als Pivotelement stets das erste Element gewihlt wird, hat QuickSort
quadratische Laufzeit, wenn die Datenfolge bereits sortiert ist. Deshalb gibt es ande-
re Strategien fiir die Wahl des Pivotelementes, die aber dann in anderen Féllen zu
quadratischer Laufzeit fithren.

3.5.5.2 Verhalten im Mittel

ai,...,ay sei eine Folge paarweise verschiedener Schliissel.
Die Anzahl der Vergleiche T'(aq,...,a,), die QuickSort beim Sortieren der Folge
ai,...,a, ausfithrt, hingt nur von den Ordnungsrelationen zwischen den a; und nicht

von ihren Werten ab. Daher hingt der Mittelwert

Tmittel( = o dec (aa (1)s--> aa(n))

nicht von der speziellen Folge a4, . .., a, ab. Dabei sei G die Menge der Permutationen
von {1,...,n}.
Wir kénnen daher 0.B.d.A. a1 < ... < a,, voraussetzen.
Es gilt

mlttel 1 Z (n—1)! Z T(aj7 A (2)y - - aaa'(n))

0€G,,0(1)=j

Wihlt man als Pivotelement das erste Element, so wird die Folge as(2); - -, g(n) In
eine Folge A. der Linge j — 1 und eine Folge A< der Lange n — j zerlegt. A. ist eine
Umordnung von ay,...,a;—1, und A ist eine Umordnung von a;jy1,...,ay.

Zwei Permutationen 01,09 € &, liefern dieselbe Folge A, wenn o1(1) = 02(1) = j

und o7 und o2 auf {2,...,j} iibereinstimmen. Es gibt (’; 11) (n — j)! solcher Per-

mutationen; denn es gibt (" 11) (j — 1)-elementige Teilmengen I C {1,...,n}\ {j}
und (n — 1 — (§ - 1)! = (n — j)! bijektive Abbildungen von {j + 1,...,n} auf
{L..np\(TU{5}).

Entsprechend gibt es (Z:;) (j—1)! Permutationen, die dieselbe Folge A liefern. Somit
folgt

ﬁ Z T(aj, a2y, - - - Ao(n))

€S, ,0(1)=j
= nt 1l ety () =) Y T(A) + Gt ()6 - 1! ZTA>
i
= n+14 gty D T(A) + 5y D T(45)
A A

= n+ 1 + Tmittel(j - 1) + Tmittel(n - .])

wobei A alle Folgen durchlduft, die aus as,...,a; durch Umordnung entstehen und
A alle Folgen, die aus a;41,...,a, durch Umordnung entstehen.
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Also ergibt sich insgesamt die Rekursionsgleichung

Twittea(n) = =+ Z(” + 1+ Tittel(j — 1) + Timitter(n — 5)
j=1

= n+ 142> Tuial))

j=1
und Tmittel(o) = Tmittel(l) =0.
Diese Rekursionsgleichung ist in D.1 gel6st. Es gilt

Tittel € O(n logn)

3.5.6 Bester Fall

QuickSort benéttigt am wenigsten Vergleiche, wenn bei der Zerlegung stets moglichst
gleich lange Folgen entstehen und folgende Rekursionsungleichung gilt

T(n) >n+T(|2])+T([2]) =n+2T(|2))

Nach C.2.4 gilt S € ©(n logn) fiir die Lésung von S(n) = n+25(|%]). Mit 2.5.1
folgt
T € Q(n logn)

3.5.7 Bemerkung In praktischen Implementierungen sollte man die Rekursion
spétestens bei n = 10 abbrechen, weil so kurze Folgen durch einfache Sortierverfahren
schneller sortiert werden.

3.5.8 Speicherbedarf

Im Zerlegungsschritt braucht QuickSort auler dem zu sortierenden Array nur noch
drei zusétzliche Speicherstellen (in Zeile (7) zum Vertauschen von A[i] und A[j] und
fiir die Indizes ¢ und j). Bei der Rekursion wird jedoch ein Stapel benétigt, um sich die
lokalen Variablen [, j, 7 und die Riicksprungadressen usw. zu merken. Im schlechtesten
Fall erreicht der Stapel die Tiefe ©(n). Deshalb arbeitet QuickSort nicht am Ort.

Es gibt aber Modifikationen, die nur O(logn) oder sogar nur O(1) zusétzlichen Spei-
cher bendétigen, also am Ort arbeiten (zu Lasten der Geschwindigkeit); siehe z.B. das
Buch von Ottmann und Widmayer.

3.5.9 Schlulbemerkungen

In der Praxis ist Quick Sort oft etwas schneller als Merge Sort. Allerdings ist eine
Laufzeit von O(n logn) nicht garantiert! Vor allem wenn die zu sortierenden Folgen
nicht zuféllig sind, sondern z.B. teilweise sortiert sind, kann Quick Sort langsam wer-
den. Dem versucht man durch andere Auswahlen des Pivotelementes zu begegnen,
z.B. indem man ein Element zufillig oder aus der Mitte der Folge wihlt. Fiir jede
Wahl gibt es aber einen schlechtesten Fall mit quadratischer Rechenzeit.
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3.5.10 Quick Sort als C-Funktion

In der C-Bibliothek ist Quick Sort bereits als Funktion gsort implementiert; sie hat
den Prototyp

void gsort( void *base, size_t nmemb, size_t size,
int (*compar) (const void *, const void *));

base ist eine Zeiger auf den Anfang der Schliisselfolge, nmemb ist ihre Linge und
size die Speichergrofie jedes Schliissels. compar ist ein Zeiger auf eine Funktion, die
Schliissel vergleicht. Diese Funktion mufl man selbst bereitstellen, denn sie wird je
nach Typ der Schliissel sehr unterschiedlich aussehen. Die Funktion gsort geht von
keinem speziellen Schliisseltyp aus; deshalb ist base auch als Zeiger auf void deklariert
ebenso wie die Argumente der Vergleichsfunktion. Die Vergleichsfunktion muf} einen
negativen Wert zuriickgeben, wenn der erste Schliissel kleiner als der zweite ist, Null,
wenn beide gleich sind, und einen positiven Wert sonst. Genaueres kann man in der
Manualseite nachlesen.

Am leichtesten ist der Gebrauch von gsort vielleicht an folgendem Beispiel zu verste-
hen. Es sortiert eine Folge von int, allerdings mit einer selbst gemachten Vergleichs-
funktion.

/**************************************

gsort - Demo
sk sk sk ok ok o ok ok sk sk sk ok sk ok ok sk sk sk ok sk sk sk sk ke sksk sk sk ok ok sk ok ok /

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

int IntegerVergleich( const void *x, const void *y) {
return *(int *)x-*(int *)y;

}

int main(void) {
int i;
int (* compar) () = IntegerVergleich;
int A[10] = { 3,4,100,1,2,2,8,9,7,0 };
gsort(A,10,sizeof (A[0]) ,compar);

for(i=0;i<10;i++) printf("%d ", A[i]);
printf("\n");

return O;
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3.6 Heap Sort

Heap Sort wurde 1964 von J.W.J. Williams und R.W. Floyd entwickelt. Bei Heap
Sort wird wie bei Selection Sort immer ein Datensatz mit maximalem (oder mit
minimalem) Schliissel aus der noch nicht sortierten Restfolge ausgewéhlt. Um die
quadratische Rechenzeit von Selection Sort zu reduzieren, wird die Restfolge stets zu
einem Heap (Halde, Haufen) gemacht, wodurch das Finden eines maximalen Elements
trivial wird.

3.6.1 Definition Ein MaxHeap iiber einer Schliisselmenge S ist ein Bindrbaum
= (V, E) mit Knotenmarkierung o: V — S, so da8 stets o(v) > o(u), wenn v Kind

von v ist. Gilt dagegen stets o(v) < o(u), so spricht man von einem MinHeap.

Beachte: In einem MaxHeap ist der Schliissel der Wurzel gleich dem Maximum der

Schliissel aller Knoten.

Wir werden im Folgenden meist nur einen MaxHeap betrachten und oft einfach

schlechthin von Heap sprechen.

Fiir n € N sei B,, der folgende Bindrbaum:

Die Knotenmenge ist V,, = {v1,...,v,}.

v ist die Wurzel.

vg9; und vg4; sind Briider; v; ist ihr Vater. Die 10 k=0
Knoten mit geradzahligen Indizes sind immer / \

die linken Sohne.

Die Hohe von B,, ist |log, n|. Die Knoten der

Tiefe k (d.h. in der k-ten Etage von der Wur- / \ / \
zel (k = 0) aus gez#hlt) sind genau die v;

mit 2 < i < 2F*!. Die Etagen des Baumes

sind also vollstindig belegt, aufler eventuell / \ /

der |log, n|-ten d.h. der untersten. In ihr be-

finden sich die Knoten moglichst weit links.

Die zu sortierende Folge von Schliisseln befinde sich in dem Array A[l...n]. Wir
definieren durch o(v;) = A[i] eine Markierung der Knoten von B,,.

3.6.2 Skizzierung der Idee von Heap Sort

(1) Ordne A[l...n] so um, daf§ B,, ein MaxHeap ist.

(2) for (r=n;r>2;r=r—-1){

(3) vertausche A[1] und A[r];

(4) ordne A[l...r — 1] so um, dafl B,_; ein MaxHeap ist.

}

Am Ende ist das Array A[l...n] sortiert.

Fiir die Effizienz dieses Algorithmus ist es wesentlich, dafl man fiir die Umordnungen
in (1) und (4) schnelle Prozeduren BuildHeap bzw. RebuildHeap findet. Es ist zu er-
warten, daf§ die Umordnung in (4) leichter zu bewerkstelligen ist, weil ja hochstens
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der Schliissel der Wurzel die Heapbedingung verletzt.

3.6.3 Die Prozedur RebuildHeap

Idee: Lasse o(Wurzel) heruntersickern, bis die Heap-Eigenschaft erfiillt ist. Damit
nach Vertauschen von o(v) mit dem Schliissel eines Sohnes u die Heap-Eigenschaft
hergestellt wird, wihlt man fiir » stets den Sohn mit dem groBeren Schliissel.

Eingabe: Ein Bindrbaum B = (V, E) mit Knotenmarkierung o: V' — S derart,
daf} die Teilbdume, die als Wurzeln die Kinder der Wurzel von B haben, Max-
Heaps sind.

Ausgabe: Eine durch Umordnung der Werte von ¢ enstandene Knotenmarkierung,
so daf3 B ein MaxHeap ist.

RebuildHeap(B) {

v = Wurzel von B;
while (v hat einen linken Sohn v; ) {
if (v hat einen rechten Sohn v, und o(v,) > o(v;) ) u = vy;
else u = vy;
if (o(v) <o(u)){
vertausche o(v) und o(u);
v =
}

else return;

3.6.4 Aufwand von RebuildHeap

Im Kérper der while-Schleife wird eine konstante (von der Héhe von B unabhiingige)
Anzahl von Operationen ausgefiihrt. Die Anzahl der Schleifendurchlédufe ist durch die
Hohe von B beschriinkt. Deshalb gibt es ein ¢ > 0, so daB fiir jeden Binédrbaum B gilt

Anzahl der Operationen < ¢ - Héhe von B

3.6.5 Die Prozedur BuildHeap

Fiir jeden Knoten v € V,, sei B,,(v) der Teilbaum von B,,, dessen Wurzel v ist. Setze
Héhe(v) = Hohe von B, (v).

Es gilt: Hohe(v) = 0 <= v ist ein Blatt

Sei 2F <n < 281k = |logy n|. Dann ist k = Hohe von B.

Fir 0 < j < k gibt es {#w Knoten der Hohe j in B,. Dies sieht man durch
Induktion nach j. Die S6hne eines Knotens mit Index ¢ haben die Indizes 2i und
2¢ + 1. Ein Knoten hat also genau dann die Hohe 0, wenn sein Index ¢ so grof ist,
dafl 2i > n ist; dies trifft fiir alle Knoten mit den Indizes L%J +1,...,n zu, und

davon gibt es [5] = [#], wobei j = 0. Fiir die groBeren Hohen j kann man dhnlich

argumentieren.
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Es gilt

2|3

n 2k+1 2k
27+1 27+1 27
Es gilt Hohe(v;) > Hohe(v;) fiir j < 4.

Die Idee von BuildHeap

Auf jedem Teilbaum B, (v) von B,, wird die von A[l...n] induzierte Knotenmarkie-
rung betrachtet.

Fiir jedes Blatt v (= Knoten der Hohe 0) ist By, (v) ein MaxHeap; denn B, (v) besteht
nur aus v.

Sind v und u Briider mit Vater w und sind B, (v) und B, (u) MaxHeaps, so mache
B, (w) zu einem MaxHeap mit Hilfe der Prozedur RebuildHeap. Fiihre das solange
durch, bis B,, ein MaxHeap ist.

BuildHeap( A[1...n] ) {
for (j = L%J ;7> 1;j=73—1) RebuildHeap(B,,(v;));

Beweis der Korrektheit: Der Algorithmus terminiert offensichtlich. Die Korrekt-
heit zeigen wir durch vollstéandige Induktion nach j.

Fiir L%J < j < nist v; ein Blatt und somit B,(v;) ein MaxHeap. Sei j < L%J
Nach Induktionsvoraussetzung ist B, (v;) fiir jedes i > j ein MaxHeap. Die Séhne
von v; haben Indizes grofer als j, sind also nach Induktionsvoraussetzung Wurzeln
von MaxHeaps. In B,,(v;) ist daher die Heapbedingung héchstens bei der Wurzel v,
verletzt. Mit RebuildHeap(B,(v;)) kann deshalb B, (v;) zu einem MaxHeap gemacht

werden. Zuletzt wird B, (v1) = B, zu einem MaxHeap gemacht. q.e.d.

3.6.6 Aufwandsanalyse fiir BuildHeap
Mit 3.6.4 folgt fiir k = [log, n], also 28 < n < 2k+1,

2]
Aufwand von BuildHeap(A[l...n]) < c¢- Z Hohe(v;)

j=1

= c¢- Z Hohe(v)
veEV,

k

= c- Z j - Anzahl der Knoten mit Hohe j

j=1

k
T n
= D [2j+1w
j=1
" on
. 232—] (nach 3.6.5)
i=

n . 1 7
cn Z] <§)
j=1

IN
o

IN
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= 2¢n

Der Aufwand von BuildHeap liegt also in O(n).

3.6.7 Der Algorithmus Heap Sort
HeapSort( A[1...n]) {
BuildHeap( A[1...n] );
for (r=n,r>2;r=r—1){
vertausche A[1] und A[r];
RebuildHeap(B,_1);

3.6.8 Folgerung Der Aufwand von HeapSort im schlechtesten Fall liegt in O(n logn).

Beweis: Nach 3.6.6 liegt der Aufwand von BuildHeap in O(n). Die Prozedur Rebuil-
Heap in der vierten Zeile hat nach 3.6.4 einen Aufwand in O(log, ). Fiir die n — 1
Durchlédufe durch die for-Schleife ergibt das einen Aufwand in O(logn +log(n — 1) +
...+ 1log2) C O(n logn). Insgesamt folgt Tyorss € O(n logn). q.e.d.

3.6.9 Bemerkungen

1. Indem man geeignete Eingabefolgen konstruiert, kann man sich iiberlegen, daf fiir
Heap Sort Tworst € O(n logn) und auch Thverage € O(n logn) gilt.

2. So wie wir Heap Sort formuliert haben, ist der Aufwand im besten Fall kleiner als
nlogn. Es gibt Varianten (Smooth Sort), deren Aufwand bei vorsortierten Eingabe-
folgen linear ist (im Gegensatz zu Quick Sort!).

3. Speicherbedarfsanalyse: Heap Sort arbeitet am Ort, d.h. auler dem Platz fiir
die Eingabefolge wird nur ein konstanter (von der Linge der Eingabefolge unabhéngi-
ger) zusitzlicher Platz benotigt.

4. Heap Sort ist nicht stabil.
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3.6.10 Realisierung von Prioritidtswarteschlangen mit Heaps

Eine Prioritédtswarteschlange ist ein Datentyp, der sich von dem der iiblichen War-
teschlange dadurch unterscheidet, dafl jedem Element beim Einfiigen in die Warte-
schlange (mit enqueue) ein Prioritédtswert gegeben wird und dafl bei bei den Operatio-
nen front und dequeue nicht das Element, welches am ldngsten in der Warteschlange
ist, sondern das mit der hochsten Prioritdt ausgelesen bzw. herausgenommen wird.

Die beiden Operationen front und dequeue lassen sich schnell ausfithren, wenn die
Prioritatswarteschlange als MaxHeap realisiert wird; denn dann steht ja das Element
mit grofiter Prioritéit in der Wurzel des Heaps. Somit erfordert front iiberhaupt keine
Vergleichsoperationen. Bei dequeue kann man wie bei HeapSort vorgehen: das Ele-
ment mit dem groften Index wird an die Stelle der Wurzel gesetzt und anschlieBend
mit RebuildHeap wieder die Heapbedingung hergestellt. Der Aufwand dafiir liegt in
O(log(Linge der Schlange)).

Auch die Einfiigeoperation enqueue kann entsprechend schnell ausgefiihrt werden.
Das einzufiigende Element wird als ein neues Blatt rechts unten an den Heap an-
gefiigt, und dann 148t man es nach oben in Richtung der Wurzel wandern, bis seine
Prioritéat kleiner als die des Elternknotens ist und somit wieder ein Heap vorliegt.
Dies ist invers zu dem Heruntersickern bei RebuildHeap. Die Anzahl der Rechen-
schritte wiichst ebenfalls hochstens linear mit der Hohe des Heaps, liegt also auch
in O(log(Lénge der Schlange)).

3.7 Zusammenfassender Uberblick

Genauere Untersuchungen obiger Sortierverfahren liefern folgende Ergebnisse.

Ungeféhre Anzahl Merge Sort  Quick Sort  Heap Sort  Selection Sort Insertion Sort Bubble Sort
Vergleiche schlechtester n logn %nz 2n logn %nz %nz %nz
Austauschoperationen | Fall n in? in?
Vergleiche im Mittel n logn 1,44-nlogn  2nlogn %112 in2 %"2
Speicherbedarf 2n n+logn n n n n
~+const. ~+const. +const. ~+const. +const. ~+const.
am Ort am Ort am Ort am Ort

Die Anzahl der anderen Operationen liegt stets in ©(Anzahl der Vergleiche).

Die tatséchliche Laufzeit auf Rechnern héngt von der jeweiligen Implementierung
und der Rechnerplattform ab. Geschickte Implementierungen von Quick Sort sind oft
im Mittel etwas schneller als Merge Sort oder Heap Sort. Allerdings darf man nicht
vergessen, dafl Quick Sort fiir manche Eingaben langsam ist.
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3.8 Sortieren durch Verteilen in Facher, Bin Sort

3.8.1 Counting Sort

3.8.1.1 Voraussetzung: Die Menge S der zuldssigen Schliissel ist ein endliches
Intervall S = {a,...,b} in Z.

Idee: Lege ein Array Hla...b] von Integers an und initialisiere alle Elemente mit 0.
Dann durchlaufe die eingegebene Schliisselfolge aq, ..., a, und erhéhe an der Stelle i
den Wert von H|a;] um eins. Dann durchlaufe das Array H von links nach rechts und
gib an der Stelle j genau H[j]-mal die Zahl j aus. Die so gebildete Ausgabefolge ist

eine aufsteigend sortierte Version von aq, ..., ay,.
H nennt man das Histogramm der Folge ay, ..., a,. Dividiert man jede Komponente
von H durch n, so erhélt man die Haufigkeitverteilung der Folge a1, ..., ay.

CountingSort( A[1...n] ) {
Hla...b] sei ein Array von int, dessen Elemente alle den wert 0 haben;
for (i=1;i<n;i=i+1)
HIA[]] = H[A[i]] + 1;
1 =1;
for (j=a;j<bjj=j+1){
for (k=0;k< H[jl;k=k+1){
Ali] = 7
1=1+1;

}

3.8.1.2 Aufwand: Bei dem Durchlauf durch das Array A werden =~ c¢; - n viele
Operationen ausgefiithrt und bei dem anschliefenden Durchlauf durch H = co-#.S viele
Operationen. Der Gesamtaufwand liegt also in O(n). Um die Abhéngigkeit von der
Grofle des zuldssigen Schliisselbereichs auszudriicken, wird oft O(n+m) mit m = #S5
geschrieben, was aber streng genommen nach unserer Definition von O nichts anderes
als O(n) ist. Die Notation O haben wir nur fiir eine Verénderliche eingefiihrt.

3.8.1.3 Nachteile:

1. Obwohl der Aufwand linear ist, kann man dieses Verfahren nur manchmal sinnvoll
einsetzen. Denn es benétigt soviel Integer-Speicherplitze, wie es zulédssige Schliissel-
werte gibt. Fiir grofle Schliisselmengen S ist es also praktisch nicht einsetzbar. Ist
n < #5S5, so wird der grofite Teil des Arrays H iiberhaupt nicht benutzt, mufl aber
trotzdem durchlaufen werden. Sinnvoll ist es, Counting Sort zu benutzen, S nicht allzu
grof} ist und wenn zu erwarten ist, dafl sich die Werte der a; einigermaflen gleichméafig
iiber S verteilen.

2. Weil in dem Array H nur die Haufigkeiten der a; abgelegt werden, kann man nur
die Schliissel sortieren, aber nicht die damit eventuell verbundenen Datensétze. Die-
se Einschrinkung 148t sich aber durch eine Modifikation beheben, wie das Folgende
zeigt.
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3.8.2 Bucket Sort

3.8.2.1 Voraussetzung: Die Menge S der zuléissigen Schliissel ist endlich (und re-
lativ klein). ¢: S — {1,...,m} C N sei eine bijektive, ordnungserhaltende Abbildung
(d.h. 51 < 59 <= p(s1) < p(s2) ).

3.8.2.2 Erste Version von Bucket Sort

BucketSort( A[1...n] ) {
L[1...m] sei eine Array von leeren Listen;
for (i=1;i<mji=i+1)
hiinge A[i] an die Liste L[p(A[i])] an;
durchlaufe die Listen L[1],..., L[m] in dieser Reihenfolge
und lege die angetroffenen Elemente der Reihe nach in A[l...n] ab;

}

Jede Liste L[1],..., L[n] wird ein Fach (bucket) genannt. In praktischen Implementie-
rungen enthélt A[7] meist nicht nur Schliissel, sondern auch Zeiger auf entsprechende
Datensétze. Die Listen L[i] konnen auf sehr unterschiedliche Weisen realisiert werden,
z.B. als mit Zeigern verkettete Listen, aber auch als Teilarrays eines groflen Arrays
BJ1...n]. Bucket Sort bekommt dann folgende Gestalt.

3.8.2.3 Zweite Version von Bucket Sort

BucketSort2( A[1...n] ) {
B[l...n] sei ein Array von demselben Typ wie A[l...n];
Z[1...m] sei ein Array vom Typ integer;
initialisiere Z mit den Werten 0;
for (i = 13 < mi = i +1) Zp(Ali})] = Zp(Ai])] + 1
for (j =21 <myj=j+1) Z[j] = Z[j| + Z[j — 1];
for i=n;i>1;i=i—1){
k= o(Ali]));
BIZ[K] = Ali};
Zk] = Z[k] — 1;

return B;
}

Zunichst wird bestimmt, wie oft jeder Schliissel vorkommt. Dann werden die A[] mit
w(Afi]) =k in B[Z[k — 1]+ 1... Z[k]] abgelegt.

3.8.2.4 Aufwandanalyse

1. Version: Der Durchlauf durch die Eingabefolge braucht ~ ¢; - n Operationen.
Der Durchlauf durch L[1],..., L[n] benétigt & c3 - (m + n) Operationen.
Also insgesamt liegt die Anzahl der Operationen in ©(n).

2. Version: 2 Durchlidufe durch die Folge ~ ¢; - 2n.
1 Durchlauf durch Z ~ ¢y - n
Also insgesamt liegt die Anzahl der Operationen in ©(n).

(Weil die Anzahl der Operationen linear mit n+m wiichst, wird oft etwas mifibrauch-
lich ©(n + m) geschrieben.)
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3.8.2.5 Speicherbedarf

1. Version: 2n Datensétze, m Listenkopfe
2. Version: 2n Datensétze, m Integerplétze.

3.8.2.6 Fazit: Bucket Sort bringt fiir kleine m Vorteile; fiir sehr grole m (>> n) ist
es ineffizient. Die obigen Versionen sind stabil, arbeiten aber nicht am Ort.

3.8.2.7 Grobere Facheinteilungen

Manchmal bietet es sich an, die Verteilung der Schliissel aq,...,a, auf die Facher
nicht beziiglich der Gleichheit, sondern erst einmal beziiglich einer groberen Aqui-
valenzrelation vorzunehmen. So kann man z.B. Worter zunéchst einmal nach dem
Anfangsbuchstaben (oder allgemein dem j-ten Buchstaben) einteilen. Gibt es nur
endlich viele Ficher (d.h. Aquivalenzklasse) Fi, ..., F. und kann man sie so numerie-
ren, daf alle Schliissel in F,, kleiner als die in Fg sind, wenn o < 3 ist, so braucht man
nur noch jeweils die Schliisselmenge in jedem Fach zu sortieren und diese sortierten
Folgen hintereinander zu hiangen. Wenn die Schliissel einigermaflen gleichméfig auf
die Fécher verteilt sind, sind in jedem Fach also nur etwa I Schliissel. Ist 2 relativ
klein, kann man die Schliissel in jedem Fach mit einem einfachen vergleichsbasierten
Verfahren sortieren.

Eine andere Moglichkeit ist, die Schliissel jedes Faches noch einmal auf die beschrie-
bene Weise in neue Ficher zu verteilen, allerdings gemifl einer anderen Aquivalenz-
relation; z.B. bei Wortern geméfl des zweiten Buchstabens. Dies kann man eventu-
ell eventuell wiederholen, bis schliellich in jedem Fach nur noch Schliissel sind, die
tatsichlich gleich sind. Dafiir miissen die Aquivalenzrelationen geeignet gewihlt sein.
Besteht die Schliisselmenge aus n-Tupeln mit der lexikografischen Ordnung, so kann
man die Verteilung sukzessive nach den Komponenten vornehmen, wobei man mit
der letzten beginnt. Fiir das so entstehende Sortierverfahren hat sich der Name Radix
Sort eingebiirgert.

3.8.3 Radix Exchange Sort

Voraussetzung: Die Schliisselmange S hat die Gestalt S = MF¥, wobei M eine
endliche geordnete Menge und k € N sind. Auf S wird die induzierte lexikografische
Ordnung verwendet.

RadixSort( A[1...n] ) {
for (j=kij>1j=7-1)
sortiere A[l...n] mit BucketSort beziiglich der j-ten Komponente;

}

Das funktioniert, weil BucketSort stabil ist.

Die Anzahl der ausgefithrten Operationen wéchst linear mit n - k. Dafiir wird oft
(etwas miBBbrauchlich) ©(n - k) oder ©(nlog #5S) geschrieben.
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3.9 Eine untere Laufzeitschranke
fiir vergleichsbasierte Sortierverfahren

Bucket Sort und Radix Sort verwenden keine expliziten Vergleiche von Schliisseln
beziiglich der gegebenen Ordnung. Dadurch daf jedoch der Schliissel zur Indizierung
der Fécher benutzt wird, wird jeder Schliissel in der Eingabefolge sogar einer Ent-
scheidung zwischen m Alternativen unterworfen. Dadurch gelingt es, lineare Laufzeit
zu erreichen.

Die anderen zitierten Sortierverfahren verwenden dagegen nur Entscheidungen zwi-
schen zwei Alternativen, namlich a; > a; oder a; < a; (oder #hnliches). Solche
Verfahren nennt man vergleichsbasiert. Genauer meint man damit Algorithmen, die
nach dem Start stets durch eine Bindrentscheidung (einen Schliisselvergleich) in den
nichsten Zustand kommen, bis sie einen Endzustand erreichen und terminieren. Sie
sind durch einen vollstindigen Bindrbaum beschreibbar, bei dem jeder Knoten eine
Binérentscheidung ist, die je nach Ausgang zu einem der Séhne fithrt. Da das Ergebnis
des Sortierens einer Folge as, ..., a, eine Permutation von {1,...,n} ist, muB jedem
vergleichsbasierten Sortieralgorithmus, der Folgen der Lénge n sortiert, ein Entschei-
dungsbaum mit mindestens n! Bldttern entsprechen. Ein Bindrbaum mit n! Bléittern
mufl mindestens die Hohe |log,(n!)] haben. Daher gibt es mindestens eine Eingabe-
folge aq, ..., an, fir die der Sortieralgorithmus |log,(n!)| Vergleiche ausfiihrt. Somit
gilt
Anzahl der Vergleiche im schlechtesten Fall > |log,(n!) ]

Nach A.2.10 ¢) gilt log(n!) € ©(nlogn). Damit ergibt sich:

Jedes vergleichsbasierte Sortierverfahren benétigt im schlechtesten Fall Q(n logn) Ver-
gleiche.



Kapitel 4

Berechenbarkeit

Die Theorie der Berechenbarkeit untersucht, welche Probleme algorithmisch geltst
werden konnen und welche Funktionen algorithmisch berechnet werden kénnen. Dazu
muf erst einmal der Begriff des Algorithmus prézisiert werden. Intuitiv ist ein Algo-
rithmus eine Vorschrift, die die Berechnung einer Funktion oder die Entscheidung der
Wabhrheit einer Aussage vollig schematisch durchzufithren erlaubt, ohne beim Rech-
nenden irgendwelche Intelligenz oder Kreativitéit vorauszusetzen. Das bedeutet, dafl
so eine Rechenvorschrift im Prinzip von einer Maschine durchgefiihrt werden kénnen
muf (in der Realitéit werden durch Speicher und Geschwindigkeit Grenzen gesetzt).

Seit etwa 1900 wurde versucht, diese Vorstellung mathematisch zu prézisieren, so daf3
exakte Beweise gefithrt werden kénnen. Dabei wurden vollig unterschiedliche Ansétze
gewahlt:

e  durch Rechnermodelle wie Turingmaschinen (1936, Alan M. Turing (1912-1954))
und Registermaschinen (1963, I.C. Sheperdson, H.E. Sturgis).

e durch rekursive Funktionen (J. Herbrand (1908-1931), K. Godel, S.C. Kleene).

e durch Termersetzungskalkiile (A. Church 1936, E.L. Post 1943, A.A. Markov
1951, Godel, Herbrand, Kleene).

Uberraschenderweise haben sie sich alle als dquivalent erwiesen, so dafl es heute einen
gut etablierten Begriff der Berechenbarkeit gibt.

Wir werden hier nur einen Uberblick geben und einige der Grundideen skizzieren.
Unserer Darstellung fehlt aufgrund ihrer Kiirze leider vollig die mathematische Préazi-
sion, welche die Theorie der Berechenbarkeit von einer philosophischen Spekulation
abhebt und zu einer harten Theorie macht.

4.1 Einige Entscheidungsproblem

Historisch gesehen waren fiir die Entwicklung der Theorie der Berechenbarkeit un-
ter anderem folgende Probleme wichtig (die wir allerdings nicht in chronologischer
Reihenfolge zitieren).

60
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4.1.1 Das Halteproblem

Gibt es einen Algorithmus, der fiir jedes Rechnerprogramm entscheiden kann, ob es
nach endlich vielen Schritten terminiert oder nicht?

4.1.2 Das Korrektheitsproblem

Gibt es einen Algorithmus, der fiir jedes Rechnerprogramm entscheiden kann, ob es
eine vorgegebene Funktion berechnet oder nicht?

4.1.3 Das Aquivalenzproblem

Gibt es einen Algorithmus, der fiir je zwei Rechnerprogramme entscheiden kann, ob
sie dasselbe berechnen oder nicht?

4.1.4 Das zehnte Hilbertsche Problem

(1900 von D.Hilbert auf dem Internationalen Mathematiker-Kongress vorgetragen)

Gibt es einen Algorithmus, mit dem man fiir jede diophantische Gleichung entscheiden
kann, ob sie 1osbar ist oder nicht?

Eine diophantische Gleichung ist eine Gleichung der Form P(x1,...,x,) = 0, wobei
P € Z[Xy,...,X,] ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Sie heifit 15sbar,
wenn es i,...,&, € Z mit P(x1,...,2,) =0 gibt?

4.1.5 Das Wortproblem fiir Gruppen

Gibt es einen Algorithmus, der fiir jede Gruppe, die durch endlich viele Erzeugen-
de mit endlich vielen Relationen zwischen ihnen definiert ist, und fiir beliebige aus
den Erzeugenden gebildeten Wortern wy und ws entscheidet, ob w; und we dasselbe
Gruppenelement darstellen?

4.1.6 Das Tautologieproblem der Prédikatenlogik 1. Stufe

Gibt es einen Algorithmus, der fiir jede priadikatenlogische Formel (erster Stufe) ent-
scheidet, ob sie allgemeingiiltig ist oder nicht? (Erster Stufe bedeutet grob gesagt,
dafl nur Quantoren iiber Elementvariablen vorkommen und keine iiber Pridikate oder
Teilmengen.)

Das Tautologieproblem spielt eine Rolle bei der Frage, ob man im Prinzip automati-
sche Theorembeweiser bauen kann. Sind ndmlich Axiome A1, ..., A, und eine Aussage
B gegeben, so gilt:

B ist eine Folgerung von A,,... A, <= A1 A...ANA, — B ist allgemeingiiltig
<~ (A1 A...ANA,)V B ist allgemeingiiltig
<~ A; A...NA, AN—-B ist unerfiillbar

4.2 Godelisierung

Diese Entscheidungsprobleme kann man auch auffassen als Fragen, ob eine gewisse
Funktion f algorithmisch berechenbar ist, ndmlich diejenige Funktion, die auf der
Menge der jeweils betrachteten Objekte definiert ist und den Wert 1 hat, wenn die
Antwort positiv ist, und 0 sonst. Es geniigt, Funktionen mit Definitionsbereich N
zu betrachten, weil die mathematischen Objekte, die als Funktionsargumente vor-
kommen, durch Wérter iiber einem endlichen Alphabet beschrieben werden, die man
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ihrerseits durch natiirliche Zahlen codieren kann. Solche Codierungen heiflen Godeli-
sierungen nach K.Godel (1906-1978), der sie 1936 erstmals verwendete.

4.3 Algorithmisch unentscheidbare Probleme

Mittlerweile ist bekannt, dafl die oben aufgefiihrten Fragen negative Antworten haben
d.h. daf} es keine Algorithmen gibt, die die jeweils angegebenen Probleme entscheiden
koénnen.

Das zehnte Hilbertsche Problem wurde 1970 von Matijasevic gelost; das Wortpro-
blem fiir Gruppen 1955 von Boone und Novikov; das entsprechende Wortproblem
fiir Semi-Thue-Systeme 1947 von Post und Markov; das Entscheidungsproblem der
Pradikatenlogik 1936 von Church und Turing. Die Losungen des Halteproblems und
des Korrektheitsproblems folgen recht einfach aus einem Satz von Rice (1953), waren
aber schon Turing bekannt.

4.4 Turingmaschinen

Turing wollte das Rechnen mit Bleistift, Papier und Radiergummi formalisieren. Das
Papier wird dabei durch ein nach beiden Seiten hin unendliches Band idealisiert, das in
einzelne Felder unterteilt ist. Der Rechnende mit dem Bleistift und dem Radiergummi
wird durch einen Schreib-Lese-Kopf ersetzt, der sich zu jedem Zeitpunkt auf einem der
Felder, dem sogenannten Arbeitsfeld, befindet. Der Schreib-Lese-Kopf kann folgende
Befehle ausfiihren:

CLR 16scht das Zeichen auf dem Arbeitsfeld
PRT druckt das Zeichen * auf das Arbeitsfeld
BEQ testet, ob das Arbeitsfeld leer ist

LFT bewegt den Kopf um ein Feld nach links
RHT bewegt den Kopf um ein Feld nach rechts

4.4.1 Steuerprogramme fiir Turingmaschinen

Ein Algorithmus besteht nun aus einer Abfolge solcher Befehle, durch die festgelegt
wird, was der Schreib-Lese-Kopf tut. Um Schleifen und Verzweigungen modellieren zu
konnen, werden die einzelnen Rechenschritte mit Kennmarken numeriert, und nach
jedem Befehl wird eine Sprungmarke angegeben, welche als Kennmarke des néchsten
Rechenschrittes dient. Jeder Rechenschritt wird somit als eine Anweisung der Gestalt

ny, Befehl nso

geschrieben, wobei Befehl einer der obigen Befehle aufier BEQ ist und n; € N die
Kennmarke und ne € N die Sprungmarke sind, oder der Gestalt

n1 BEQ n3 ng

wobei n; € N die Kennmarke, ng € N die Sprungmarke und ny € N die Verzwei-
gungsmarke sind. Ist das Arbeitsfeld leer, so wird als néchstes eine Anweisung mit
Kennmarke ng ausgefiihrt, ansonsten eine mit Kennmarke n,.
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Ein Steuerprogramm (A, ng) fiir eine Turingmaschine besteht aus einer Menge A von
Steueranweisungen und der Kennmarke ng genau einer dieser Anweisungen; sie heif}t
Anfangsmarke. Durch ein Steuerprogramm (A, ng) wird folgender Rechenvorgang be-
schrieben:

Zunéchst wird der Befehl in derjenigen Anweisung ag, deren Kennmarke die Anfangs-
marke ng ist, ausgefiihrt. Dann geht man zu einer Anweisung a € A, deren Kennmarke
mit der Sprungmarke von ag (oder im Falle, daf ag eine Testanweisung ist und das
Arbeitsfeld nicht leer ist, mit der Verzweigungsmarke von ag) iibereinstimmt. Gibt es
keine solche Anweisung a, so wird der Rechenvorgang beendet. Deshalb nennt man
alle Sprung- oder Verzweigungsmarken, die nicht Kennmarke einer Anweisung aus
A sind, die Endmarken von A. Dieser Vorgang wird wiederholt, bis man auf eine
Endmarke stoit.

4.4.2 Bemerkungen

1. Ein Steuerprogramm fiir eine Turingmaschine muf} nicht immer nach endlich vielen
Schritten enden!

2. So wie wir Steuerprogramme definiert haben, kdnnen sie nichtdeterministisch sein
d.h. mehrere Anweisungen koénnen dieselbe Kennmarke haben, so dafl der Rechena-
blauf nicht eindeutig festgelegt ist. Das ist in der Komplexitédtatheorie sinnvoll, wo
man die Komplexitit von Algorithmen analysiert. In der Theorie der Berechenbar-
keit betrachtet man meist nur deterministische Steuerprogramme, bei denen je-
de Nummer hochstens einmal als Kennmarke vorkommt und somit der Rechenablauf
eindeutig festgelegt ist.

4.4.3 Turingmaschinen-berechenbare Funktionen

Mit B bezeichnen wir ein leeres Feld und mit * ein beschriebenes. Den Inhalt des
Bandes kann man als unendlich langes Wort iiber dem Alphabet {B,x} auffassen;
sind nur endlich viele Felder beschrieben, so kann man ihn in der Form

B>®uzvB*®
schreiben, wobei u,v € {B,*}* und z € {B, %} sind. Das Feld, auf dem der Schreib-

Lese-Kopf gerade steht, wird unterstrichen.

Um mit der Turingmaschine Abbildungen von N¥ — N berechnen zu kénnen, mufl
man die Argumente und Werte der Abbildung geeignet durch Bandinschriften codie-
ren.

Die k-stellige Eingabefunktion einy ordnet jedem Tupel (ny,...,n;) € N¥ die Band-
inschrift
B*® B «™ B x"? B...B " B*®

zu. Und die Ausgangsfunktion aus ordnet jeder Bandinschrift der Gestalt
B*®uz *™ B*®

den Wert n € N! zu.

Weil das Programm einer Turingmaschine nicht fiir jede anfangliche Bandinschrift
terminieren muf, betrachtet man partielle Funktionen f: N* — N, das sind Funktio-
nen, deren Defininitionsbereich D(f) nicht unbedingt ganz N¥ ist, sondern eine echte
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Teilmenge davon sein kann. Eine partielle Funktion f: N¥ — N heiBt durch eine Tu-
ringmaschine berechenbar, wenn es ein Programm P fiir die Turingmaschine gibt, so
dal x € D(f) damit #quivalent ist, dafl P bei Eingabe von einy(x) nach endlich vielen
Rechenschritten stoppt mit einer Bandinschrift, die von aus auf f(x) abgebildet wird.

4.5 Andere Maschinenmodelle

Programme fiir Turingmaschinen sind miihsam zu schreiben, weil selbst einfachste
Rechnungen schon zu langen, uniibersichtlichen Programmen fiithren. Deshalb hat
man andere theoretische Maschinenmodelle entworfen, die mehr den heutigen Mikro-
prozessoren entsprechen.

4.5.1 Registermaschine

Statt der Felder einer Turingmaschine verwendet man Speicher fiir natiirliche Zahlen.
Dementsprechend wird der Befehlssatz sinnvoll abgeédndert, indem man Inkrement-
und Dekrementbefehle hinzunimmt. Man unterscheidet m-Registermaschinen, bei de-
nen nur m Register zur Verfiigung stehen und unbegrenzte Registermaschinen (URM),
bei denen beliebig viele Register verwendet werden diirfen.

4.5.2 RAM

Eine Random Acces Machine (RAM) ensteht aus einer Registermaschine, indem man
noch Kopierbefehle hinzunimmt.

4.5.3 RASP

Eine Random Acces Stored Program MAchine (RASP) ist eine RAM, bei der das
Steuerprogramm in geeigneter Weise codiert in den Registern der Maschine abgespei-
chert wird. Infolgedessen kann so eine Maschine ihr eigenes Programm modifizieren.

4.5.4 Welche Funktionen konnen berechnet werden?

Es ist nicht verwunderlich, dal auf obigen Maschinen die Turingmaschine simuliert
werden kann und somit jede Funktion, die mit der Turingmaschine berechnet werden
kann, auch mit einer dieser Maschinen berechnet werden kann. Erstaunlicherweise
kann man aber auch die Umkehrung beweisen: Jede Funktion, die von einer dieser
Maschinen berechnet werden kann, kann auch mit einer Turingmaschine berechnet
werden.

4.6 Rekursive Funktionen

Ganz unabhéngig von jedem Maschinenbegriff kann man Klassen von intuitiv bere-
chenbaren Funktionen angeben. Dabei geht man einigen einfachen Grundfunktionen
aus und bildet aus ihnen durch gewisse Operationen kompliziertere Funktionen, aber
so, daf} sie in intuitivem Sinn berechenbar bleiben.

4.6.1 Definition der Grundfunktionen

a) Die konstanten Funktionen N* — N

b) Die Projektionen 77*: N* — N, (z1,...2p) — 5
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¢) Die Nachfolgerfunktion S: N > N, z— z+1

F™ sei die Menge der partiell (d.h. eventuell nur auf einer Teilmenge) definierten
Funktionen von N™ nach N.
Setze F = U, en F -

4.6.2 Definition der Grundoperatoren

a) Die Substitution
EF x (Fr)™ — F™

ist definiert durch
E(f,q1, - 0n) (@1, s zm) = flg1(x1, o @)y ooy G (X1, o Tm)
b) Die primitive Rekursion
R: F" x Frt2 o Frtl
ist definiert durch

R(g,h)(x1,. .. xn, x4+ 1) =h(x1, ..., T0, 2, R(g,h)(21,...,2pn,2))

¢) Der unbeschrinkte u-Operator

Sei f € F*L Fiir jedes z = (w1,...,2,) € N" sei Z, die Menge aller 2 € N
derart, dafl f(z,z) = 1 gilt und (y, «) im Definitionsbereich von f liegt fiir jedes
y <z

Der unbeschréinkte u-Operator
i Fort 5 Fn
ist definiert durch
Definitionsbereich von puf = {x € N*: Z, # 0}

wf(x) = min Z, fiir z im Definitionsbereich

4.6.3 Primitiv rekursive Funktionen

Eine Funktion heifit primitiv rekursiv, wenn sie durch endlichfaches Anwenden von
€ und R aus Grundfunktionen entsteht oder selbst eine Grundfunktion ist.

Jede primitiv rekursive Funktion ist somit intuitiv berechenbar, und sie ist total d.h.
ihr Definitionsbereich ist ganz N™, wenn sie n Verdnderliche hat.

Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen enthilt z.B. die Addition N? — N, die
Multiplikation, die Exponentialfunktion, die Fakultdt und die die Signumfunktion;
man kann aber intuitiv berechenbare Funktionen konstruieren, die nicht primitiv re-
kursiv sind. Eine berithmte solche Funktion ist die Ackermann-Funktion (nach F.W.
Ackermann, 1896-1962):

A: Ny x Ng — Ny
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m+1 falls m =0
An,m) =< An—-1,1) falls m =0
A(n—1,A(n,m—1)) sonst

Die Ackermann-Funktion wéichst stérker als es primitiv rekursiven Funktionen méglich
ist. Man kann leicht nachrechnen, dafi A(1,1) = 3, A(2,2) = 7, A(3,3) = 61 gilt;
A(4,4) ist jedoch bereits grofier als 101077

4.6.4 Partiell rekursive Funktionen

Die Funktionen, die man aus den Grundfunktionen durch Anwenden aller drei Arten
von Grundoperatoren konstruieren kann, nennt man die partiell rekursiven Funk-
tionen. Sie sind nicht unbedingt total d.h. auf ganz N™ definiert, weil bei Anwendung
des p-Operators der Definitionsbereich schrumpfen kann. Diejenigen partiell rekursi-
ven Funktionen, die total sind, heiflen rekursive Funktionen. Mit dem u-Operator
stoB3t man an die Grenze dessen, was man vielleicht noch als intuitiv berechenbar be-
zeichnen mochte. Man mache sich aber klar, dafl man fiir alle  im Definitionsbereich
den Wert pf(z) in endlich vielen Rechenschritten tatséchlich berechnen kann, wenn
man f berechnen kann.

Man kann beweisen, dafl die Klasse der partiell rekursiven Funktionen mit der Klasse
der durch eine Turingmaschine berechenbaren Funktionen iibereinstimmt. Die beiden
vollig unterschiedlichen Ansétze, berechenbare Funktionen zu definieren, fithrt also
auf denselben Begriff von Berechenbarkeit!

4.7 Entscheidbarkeit

Mit Hilfe einer Godelisierung fithrt man die Frage, ob ein Problem algorithmisch ent-
schieden werden kann, auf die Frage zuriick, ob die charakteristischen Funktion einer
bestimmten Teilmenge von N berechenbar ist, also rekursiv ist. Und diese Frage 1483t
sich h#ufig mit einem bekannten Satz von Rice beantworten, der z.B. im Falle des
Korrektheitsproblems gerade besagt, dal die Menge der Goédelnummern derjenigen
Programme, die eine vorgegebene Funktion berechnen, keine rekursive charakteristi-
sche Funktion hat.

4.8 Bemerkungen

Um 1900 bestand bei vielen Mathematikern die Vorstellung, dafl man die Mathema-
tik vielleicht algorithmisieren kénne. Dies ist aber wegen der Unentscheidbarkeit des
Tautologieproblems der Préidikatenlogik erster Stufe nicht moglich. Allerdings gibt es
einen Algorithmus (Herleitungskalkiil), der genau die allgemeingiiltigen Formeln der
Pradikatenlogik erster Stufe erzeugt. Dies folgt aus Godels berithmtem Vollstédndig-
keitssatz.

Die Pridikatenlogik erster Stufe ist allerdings nicht sehr ausdrucksstark. So ist es z.B.
moglich, Modelle fiir die Peano-Axiome anzugeben, die nicht isomorph zu N sind, in
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denen aber dieselben Aussagen erster Stufe gelten; ebenso gibt es Nichtstandardmo-
delle von R. Ublicherweise verwendet man in der Mathematik aber Aussagen héherer
Stufe d.h. man benutzt nicht nur Quantoren, die iiber Elementvariablen laufen, son-
dern auch solche, die {iber Teilmengenvariablen laufen. Man kann beweisen, dafl es
keinen Algorithmus gibt, der genau die allgemeingiiltigen Formeln dieser Priadikaten-
logik zweiter Stufe generiert.



Kapitel 5

NP-Vollstandigkeit

5.1 Effiziente Algorithmen

Ublicherweise wird ein Algorithmus effizient genannt, wenn seine Rechenzeit hochstens
polynamial mit der Gréfle n der Eingabe wichst d.h. wenn sie in in O(P(n)) liegt,
wobei P ein Polynom ist. Wenn der Grad des Polynoms hoch ist (z.B. P(n) = nl?)
oder wenn der Koeffizient des hochsten Monoms grof) ist (z.B. P(n) = 10%n) , wird so
ein Algorithmus in der Praxis nicht wirklich effizient einsetzbar sein. Die Erfahrung
zeigt aber, dal Probleme aus der Praxis, sofern sie iiberhaupt mit effizienten Algo-
rithmen gelost werden konnen, meist auch mit Algorithmen gelst werden kénnen,
deren Rechenzeit durch ein Polynom niedrigen Grades beschrankt ist.

Abgesehen von dieser praktischen Erfahrung hat die Untersuchung von Problemen,
zu denen kein Losungsalgorithmus mit polynomialer Rechenzeit bekannt ist, zu ei-
ner reichhaltigen Theorie der Komplexitdt von Algorithmen gefiithrt. Es gibt viele,
auch praxisrelevante Probleme, zu denen kein Losungsalgorithmus mit polynomia-
ler Rechenzeit bekannt ist. Moglicherweise ist so ein Algorithmus einfach noch nicht
entdeckt worden. Wahrscheinlicher ist jedoch, dafl es keinen effizienten Losungsalgo-
rithmus gibt.

Probleme lassen sich in gewissem Sinne in Klassen gleich schwieriger Probleme eintei-
len. Neben der Klasse P der in polynomialer Zeit 16sbaren Probleme ist die bekannte-
ste die Klasse NP der NP-vollstdndigen Probleme. Fiir sie gilt: Gibt es fiir irgendein
NP-vollstéandiges Problem einen Losungsalgorithmus mit polynomialer Rechenzeit, so
auch fiir alle anderen. Und weil unter den NP-vollstindigen Problemen welche zu
finden sind, von denen eigentlich niemand glaubt, daf} sie in polynomialer Rechen-
zeit zu 16sen sind, nimmt man an, dafl P # NP gilt. Das ist aber bisher trotz vieler
Anstrengungen noch nicht bewiesen, sondern lediglich eine Vermutung.

Die Bezeichnung NP-vollstdndig kommt von nichtdeterministisch polynomial her und
nicht etwa von nicht polynomial, wie man meinen kénnte. Wir wollen im Folgenden
skizzieren, was es damit auf sich hat.

68
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5.2 Nichtdeterministische Algorithmen

Wir hatten bisher nur Algorithmen betrachtet, bei denen zu jedem Zeitpunkt eindeu-
tig festgelegt war, welcher Rechenschritt als néchster ausgefiithrt wird. Dies ist zur
Losung praktischer Probleme sicher sinnvoll und notwendig. Fiir theoretische Kom-
plexitdtsuntersuchungen dagegen haben sich nichtdeterministische Algorithmen als
duferst fruchtbar erwiesen.

Nichtdeterminismus bedeutet in diesem Zusammenhang nichts Geheimnisvolles, son-
dern lediglich, dafl nicht immer nur genau ein Rechenschritt als néchster ausgefiihrt
wird, sondern daf} eventuell unter mehreren (aber stets nur endlich vielen) gewihlt
werden kann. Am einfachsten ist das vielleicht zu verstehen, wenn man einen nicht-
deterministischen Algorithmen als nichtdeterministisches Programm einer Turingma-
schine realisiert. Das ist ein Programm, bei dem mehrere Anweisungen dieselbe Kenn-
marke haben diirfen. St68t man bei der Programmausfithrung auf eine Sprung- oder
Verzweigungsmarke, die Kennmarke mehrerer Anweisungen ist, so darf man irgend-
eine dieser Anweisungen auswéhlen, um den Programmlauf fortzusetzen. Fiir jede
Wahl ergibt sich also ein anderer Programmablauf. Es kann mehrere Stellen geben,
an denen man so eine Wahl treffen muf3. Die verschiedenen Programmabléufe, die auf
diese Weise moglich sind, nennen wir die Rechnungen des Programms.

Man sagt nun, ein nichtdeterministischer Algorithmus l6se ein vorgegebenes Problem,
wenn es (mindestens) eine Rechnung gibt, die zu einer Losung fiithrt. Der Begriff
Nichtdeterminismus ist hier also eher etwas irrefithrend, weil es sich nicht so sehr um
eine Unbestimmtheit handelt, sondern mehr um eine Art von Parallelitét.

Ein nichtdeterministischer Algorithmus hat natiirlich mehr Chancen, durch eine geeig-
nete Rechnung mit wenig Rechenschritten eine Losung zu finden, als ein deterministi-
scher. Man definiert als Rechenzeit T'(n), die ein nichtdeterministischer Algorithmus
zur Losung eines Problems mit Eingabegrofie n benttigt, die minimale Anzahl von
Rechenschritten, die eine Rechnung braucht, die nach endlich vielen Schritten zur
Losung fiihrt.

5.2.1 Beispiel: Das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik, SAT

Im Gegensatz zur Préidikatenlogik kommen in der Aussagenlogik keine Quantoren,
Préidikate und Funktionen vor, sondern nur Variablen v;,j € N, die die Werte wahr
oder falsch annehmen konnen, und die logischen Operationen A (=und), V (=oder)
und — (=nicht). Die aussagenlogischen Formeln werden induktiv konstruiert:

1. Jede Variable ist eine aussagenlogische Formel.

2. Ist A eine aussagenlogische Formel, so ist auch —A eine aussagenlogische Formel
(die oft mit A bezeichnet wird).

3. Sind A und B aussagenlogische Formeln, so sind auch AV B und A A B aussa-
genlogische Formeln.

Um die Hierarchie des Aufbaus einer Formel deutlich zu machen, verwendet man
runde Klammern wie bei arithmetischen Ausdriicken.

Beispiel: (v1 Vv2) A (va Vug Vi) A (—vg Vug)
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Die Variablen spielen die Rolle von Platzhaltern fiir Aussagen im {iblichen intuitiven
Sinn.

Wahrheitswerte, die man den Variablen einer Formel zugeordnet hat, pflanzen sich
iiber den hierarchischen Aufbau der Formel zu einem eindeutigen Wahrheitswert der
Formel fort. Eine Formel heifit erfiillbar, wenn man ihren Variablen Wahrheitswerte
so zuordnen kann, daf sie den Wert wahr bekommt.

Das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik (satisfiabilty problem, SAT)
besteht darin, einen moglichst schnellen Algorithmus zu finden, der fiir jede aussagen-
logische Formel entscheiden kann, ob sie erfiillbar ist oder nicht. Daf} es iiberhaupt
einen Algorithmus gibt, der dies leistet, ist klar; man braucht ja nur fiir alle moéglichen
Zuordnungen von Wahrheitswerten zu den Variablen jeweils den Wahrheitswert der
gesamten Formel auszurechnen. Kommen in der Formel n Variablen vor, so benotigt
dieser Algorithmus im schlechtesten Fall ©(2™) viele Rechenschritte, also exponentiell
wachsenden Aufwand.

Man kann daraus einen nichtdeterminischen Algorithmus machen, der polynomiale
Laufzeit hat, indem man gleich zu Anfang 2" mogliche Programmfortsetzungen vor-
sieht, ndmlich fiir jede der 2" moglichen Belegungen der Variablen mit Wahrheitswer-
ten. Die weitere Programmausfithrung besteht in jedem dieser Félle dann nur noch
aus der Berechnung des Wahrheitswertes der gesamten Formel, die in linearer Zeit
moglich ist.

Es ist eine offene Frage, ob es einen deterministischen Algorithmus gibt, der das SAT-
Problem in polynomialer Zeit 16st.

5.3 Polynomialzeitbeschrinkte Reduktionen

Zur Vereinfachung beschrianken wir uns auf Entscheidungsprobleme, bei denen die
Antwort ja oder nein ist. Gegeben seien zwei Entscheidungsprobleme, die E; bzw. Ey
als Menge der zulédssigen Eingaben haben. Y; C E; bestehe genau aus den Eingaben
mit positiver Antwort. Jeder zuldssigen Eingabe sei eine natiirliche Zahl als Grofle
zugeordnet.

Das Poblem 1 heifit in Polymialzeit auf das Problem 2 reduzierbar, wenn es einen
Algorithmus A mit folgenden Eigenschaften gibt:

e A berechnet fiir jedes 1 € FEy ein xo € Fs, so dafl x; € Y7 genau dann gilt,
wenn rs € Ys.

e Die Rechenzeit von A ist nach oben durch ein Polynom in der Gréfie der Eingabe
1 beschriankt.

5.3.1 Folgerung Ist Problem 1 in Polynomialzeit auf Problem 2 reduzierbar und
gibt es fiir Problem 2 einen Lésungsalgorithmus mit polynomialer Rechenzeit, so auch
fiir Problem 1.
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5.4 NP-Vollstandigkeit

P sei die Klasse der Probleme, fiir die es einen deterministischen Losungsalgorithmus
mit héchstens polynomialer Rechenzeit gibt.

NP sei die Klasse der Probleme, fiir die es einen nichtdeterministischen Lésungalgo-
rithmus mit hochstens polynomialer Rechenzeit gibt.

Es gilt natiirlich P C NP. Es ist naheliegend zu vermuten, dafl die Gleichheit nicht
gilt. Dies ist aber bis heute nicht bewiesen, sondern eine offene Frage, an der sich
schon viele die Z&éhne ausgebissen haben.

Bei der Untersuchung von P und NP entstand der Begriff der NP-vollstandigen Pro-
bleme, die in gewissem Sinn typisch fiir die Klasse NP sind.

5.4.1 Definition

Ein Problem X heifit NP-hart, wenn jedes Problem in NP in Polynomialzeit auf X

reduzierbar ist.

Wenn auch nur von einem NP-harten Problem nachgewiesen wird, daf§ es in Polyno-
mialzeit 16sbar ist, so folgt aus 5.3.1, dal P = NP gilt.

5.4.2 Definition

Ein Problem X heifit NP-vollstindig wenn X NP-hart ist und in NP liegt.

Die NP-vollstéindigen Probleme sind alle in Polynomialzeit aufeinander reduzierbar
und somit in gewissem Sinn gleich schwierig. Mittlerweile sind viele hundert Proble-

me ganz unterschiedlicher Art als NP-vollstindig nachgewiesen. Einige wohlbekannte
wollen wir zitieren.

5.4.3 NP-vollstindige Probleme
5.4.3.1 SAT

Entscheide fiir jede aussagenlogische Formel, ob sie erfiillbar ist.

5.4.3.2 Hamilton-Kreis

Entscheide fiir jeden Graphen, ob er einen Hamiltonschen Kreis besitzt, d.h. ob er
einen geschlossenen Kantenweg besitzt, der durch jeden Knoten genau einmal geht.
5.4.3.3 Das Problem des Handlungsreisenden

Finde in jedem gewichteten, vollstdndigen Graphen eine kiirzeste Rundreise, die jeden
Knoten genau einmal besucht.

5.4.3.4 Farbungsproblem

Entscheide fiir jeden ungerichteten Graphen, ob die Knoten mit drei Farben so ein-
gefarbt werden konnen, dafl adjazente Knoten stets unterschiedliche Farben haben.

5.4.3.5 Partitionsproblem
Entscheide fiir jede endliche Menge A C Z, ob es eine Teilmenge B C A gibt, so dafl

Sae= Y a

rz€B z€A\B



Anhang A

Mathematische Erginzungen
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A.1 Einige Grundlagen

A.1.1 Die Logarithmusfunktion

Fiir b > 0 bezeichne log, : Rt — R die Logarithmusfunktion zur Basis b; das ist die
Umkehrfunktion der Exponentialfunktion = +— b* d.h. es gilt log, y = x genau dann,
wenn y = b” gilt.

Oft schreibt man In statt log. und lg statt log,. Falls die Basis b in einem Kontext
keine Rolle spielt, schreiben wir einfach log.

Es gilt log, © = &2 — z

log, a Ina*

Die Logarithmusfunktion ist monoton wachsend und stetig, ja sogar beliebig oft dif-
ferenzierbar. Fiir die Ableitung gilt logy(z) = —.

Fiir jedes b > 0 gilt log, 1 = 0, lim, ¢ log, z = —oco und lim,_, log, z = oco.

Der Logarithmus erfiillt die Funktionalgleichung log; (u - v) = log, u + log, v fiir alle
u,v > 0.

4 T
0 -
log(x) -
3
2
1
0
-1
2 H
-3
4
0 1 2 3 4 5 6 7 8

A.1.2 Die Gaufi]klammern
A.1.2.1 Definition

Untere Gauklammer (floor):  Fiir z € R sei |z] := max{a € Z: a < z}.
Obere Gauflklammer (ceiling): Fiir z € R sei [z] := min{a € Z: a > z}.
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A.1.2.2 Lemma

1. FirzeRglt z-1<|z/]<z<[z]<z+1
2. Fira>0,zcRgilta- 2| <zunda-[Z]>x
3. FirzeRgilt |—z| =—[z] und [—z] = —|z]

4. Firn e Z gilt
{n J B 5, falls n gerade {n“ B 5, falls n gerade
21 ] =L | falls n ungerade 21 ] 2L falls n ungerade
51+ 151 =
2 T2l ="
5. Fiir n,a,b € Z mit a # 0 und b > 0 gilt
Hi £
b ab
6. Fiir jedes n € N der Gestalt n = 2% + 1 mit k € N gilt

o2 [ 3]] = [loea [5]] -1

Fiir jedes andere n € N gilt

o2 5]] = [1osa 5]

7. Fiir jedesn € Ny;n > 1, gilt

[tog, |5 || = Mogzn] —1

8. Firz>0,meZmneN gil
n
=] =

9. Fir m,n € Z gilt
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10.

11.

12.

Die Funktion f: R — R sei stetig und streng monoton wachsend, und es sei
f~Y(Z) C Z. Dann gilt fiir jedes z € R

Lf(@)] = Lf(lz])] wnd  [f(2)]=[f([z])]
Fiir = > 0 gilt [ /z] = [ mJ und [/7] = [ [xﬂ.

Fiir n € Nist |log, n] + 1 die Linge der Dualdarstellung von n ohne fithrende
Nullen.

A.2 Der Kalkiil mit den Symbolen O, O, ()

A.2.1 Definition D C R7 sei eine nichtleere, unbeschrinkte Teilmenge.

a)

b)

Eine Funktion f: D — R heiffit bei oo positiv bzw. nichtnegativ, wenn es ein
xo € R gibt, so dafl f(x) > 0 bzw. f(x) > 0 fiir jedes z € D mit z > x.

Sei f: D — R bei oo nichtnegativ. Dann definiert man
Of)={9:D—>R|Fec>0Ta0eRVzeD

x>x0=>0<g(x)<c-f(x)}

d.h. O(f) ist die Menge aller Funktionen g: D — R derart, daf ein ¢ > 0 und ein
xo € R existieren, so daf fiir alle z in D, die groer als xq sind, 0 < g(z) < ¢ f(x)
gilt.

Qf)={g:D—->R|Fc>0320€RVzreD
z>x0=>0<c- f(z) <gx)}

d.h. Q(f) ist die Menge aller Funktionen g: D — R derart, da$ ein ¢ > 0 und ein
xo € R existieren, so daf fiir alle z in D, die grofier als zq sind, 0 < ¢- f(z) < g(x)
gilt.

Of)={g:D—=R|Fc1,co>03z0 cRVz €D

r>x0=0<cf(x) <glz)<eca- flw)}

d.h. ©(f) ist die Menge aller Funktionen g: D — R derart, dal ¢; > 0,¢2 > 0
und ein zg € R existieren, so daf} fiir alle x in D, die grofler als xg sind, 0 <
c1- f(z) < g(x) <co- f(z) gilt.

Die Mengen O(f),Q(f),O(f) werden auch Wachstumsklassen genannt.
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Die folgenden Diagramme sollen illustrieren, dafl das Verhalten fiir kleine Argumente
keine Rolle spielt.

X

oo

g€ 0(f) g € Q(f) g €06(f)

Bemerkung: Bei der Rechenzeitanalyse von Algorithmen ist D = N und z beschreibt
die Problemgrofe.

A.2.2 Sprechweisen

g€ O(f) < gistin GroB-O von f
<= ¢ wichst asymptotisch hochstens so stark wie f
<= g ist hochstens in der Gréflenordnung von f
gE€Qf) < gistin GroB-Q von f
<= ¢ wichst asymptotisch mindestens so stark wie f
—

g ist mindestens in der Gréflenordnung von f

gE€O(f) < gistin GroB-O von f
<= ¢ wichst asymptotisch genau so so stark wie f

<= g ist genau in der GréBenordnung von f

Die Werte von f und ¢ in einem beschrankten Intervall spielen keine Rolle.

A.2.3 Schreibweisen Folgende Schreibweisen sind {iiblich:
g = O(f) statt g € O(f), analog g = Q(f) statt g € Q(f) und ebenso g = O(f) statt
g € 0(f).

Ist f ein Monom, also f(x) = z* fiir x € D, so schreibt man meist O(z*) statt
O(f) (entsprechend fiir © und ). Ahnlich geht man bei anderen Funktionen vor z.B.
O(zlogz),0(2%). Der Name der Variablen ist unbedeutend; es mufl nur klar sein,
beziiglich welcher Variablen die asymptotische Betrachtung angestellt wird. Bei der
Rechenzeitanalyse ist D = N, und die Variable wird meist n genannt. Man schreibt
dann also O(n¥), O(nlogn) usw.

A.2.4 Beispiele

1) Meist bezeichnet man die Funktion, die konstant gleich einem Wert a > 0 ist,
einfach wieder mit a. Dann ist O(a) die Menge aller Funktionen g: D — R, die
auflerhalb eines beschriinkten Intervalls beschréankt sind oder etwas lax formu-
liert bei oo beschrinkt sind. Der Wert von a > 0 spielt keine Rolle, alle O(a)
sind gleich; daher wihlt man meist a = 1 und schreibt O(1).
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2)  Fiir k <mist ¥ € O(z™).
Beweis: Wegen m — k > 0 ist L <1firz>1.Mitc=1und zg =1 gilt

am—Fk

also 0 < 2% < ex™ fiir ¢ > .

3) Fiir k > mist z¥ ¢ O(z™), aber z*F € Q(a™).
Beweis: Denn 2F~™ strebt monoton wachsend gegen oo fiir & — co.

4) Firl < kist 2! + 2% € O(2F).
Beweis: Wegen 2! € O(z*) gibt es ¢ > 0 und z¢ > 0, so daB 2! < ca® fiir z > z.
Mit ¢; =1 und ¢cg = 1 + ¢ folgt 0 <k <zf + 2! < eoxk fitr & > .

A.2.5 Bezeichnungen h, f, f1, fo seien Funktionen, die bei oo nichtnegativ sind.
Dann setzt man

h+0O(f) = {h+g:9€0(f)}
O(f1) +O(f2) = {g1+92: 91 € O(f1) und g2 € O(f2) }
O(f1)-O(f2) = {g1-92: g1 € O(f1) und g2 € O(f2) }

Entsprechend fiir die Symbole €2 und © und fiir andere Rechenoperationen als - und
+.

Eine Gleichung, auf deren beiden Seiten Wachstumsklassen stehen, ist als Gleichheit
von Funktionenmengen zu verstehen. Infolgedessen ist die Gleichung x? + O(x) =
O(z?) falsch! Denn es gilt zwar 2% + O(x) C O(z?), aber nicht 2 + O(z) D O(x?),
weil z.B. die Funktion 222 in O(z?) liegt, aber nicht in der Form z? + h(x) mit
h € O(z) dargestellt werden kann.

Achtung! In der Literatur findet sich auch eine andere Interpretation, namlich daf ei-
ne Gleichung zwischen Wachstumsklassen lediglich als Inklusion der linken in der rech-
ten Seite zu verstehen ist; dann ist also z.B. 22 +O(z) = O(2?) als 22+ O(z) C O(2?)
zu interpretieren. Dies ist ein sehr verwirrender Gebrauch des Gleichheitszei-
chens, denn man darf solche “Gleichungen* stets nur von links nach rechts
lesen! Obwohl diese Verwendung des Gleichheitszeichens sehr {iblich ist, werden wir
hier meist die klarere Schreibweise mit € und C verwenden.

A.2.6 Lemma f,g,h seien bei co nichtnegativ.

a) O(f) =0(f)nQ(f)

b) g€ O(f) < feQ(g)

c) g€O(f) <= feB(g) < 0O(f) =0(g)

d) f€O0(g) = O(f) CO(g) und f € Q(g) = Q(f) C Q(g)
e) O(f) =0(g) < O(f) = 0(g) = Q(f) = g)

f) O(a-f)=0(f) fira>0

) = O(f) + O(g) = O(max{f, g}) und

g) O(f+yg
Q(f +9) = Q(f) + Q(g) C Qmin{f, g})
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h)  O(f +9) =06(f) +6(g) = O(max{f,g})
i) O(f-9)=0(f)-0O(9)
j) g € O(z") fiir jedes Polynom g(z) = z* + Zj —o ;%

Beweis:

a) Sei h € O(f). Dann gibt es ¢1,c2 > 0,29 € R mit ¢q f(z) < h(z) < caf(x) fir alle
x > xg,x € D. Folglich h € O(f) und h € Q(f).

Sei h € O(f)NQ(f). Dann gibt es ¢; > 0 und 21 € R, so dafl ¢; f(z) < h(z) fiir ¢ > 21,
und ¢ > 0 und z2 € R, so dal h(x) < caf(x) fiir * > xq. Setze xg = max{xi,x2}.
Damit ist die Definition von h € O(f) erfiillt.

b) folgt direkt aus den Definitionen.

c) Sei g € O(f). Dann gibt es ¢1,¢2 > 0 und 29 € R mit ¢ f(z) < g(z) < caf(z)
fiir + > zo,x € D. Daraus folgt ég(z) < f(z) < é fiir x > xo, also f € O(g). Die
Umkehrung ist symmetrisch dazu.

Zweite Aquivalenz: < ist trivial.

=: Es gelte f € ©(g). Wir zeigen O(f) C O(g). Sei h € O(f). Dann gibt es ¢; >
0,c2 > 0und 29 € R, so daB ¢; f(z) < h(x) < cof (x) fiir z > x9. Wegen f € ©(g)
gibt es a1 > 0,a2 > 0 und =7 € R, so daB a1g(x) < f(z) < agg(x) fir x > 1.
Zusammengesetzt erhélt man cia1g9(z) < h(z) < caazg(z) fir £ > max{xg,x1}, also
h € ©(g).

Die umgekehrte Inklusion ©(g) C ©(f) ergibt sich entsprechend, weil f € O(g) =

9 €0O(f)

d) folgt direkt aus den Definitionen.

e) Erste Aquivalenz:

f€0(g) und g € O(f)
f€0(g) und f € Qg)
f€0(9) N Qg)
feoly

o(f) =©ly)

)
)
)
)

o1 0 |

Zweite Aquivalenz: analog.
f) folgt direkt aus den Definitionen.
g), h), i), j) als Ubung.
q.e.d.

A.2.7 Lemma (Vergleich des asymptotischen Verhaltens mit Hilfe von
Grenzwerten

Seien f: D — R bei oo nichtnegativ und g: D — R bei oo positiv. Dann gilt:

a) f € O(g) < es gibt ein 2y € R, so daB {f(zg x €D x> xo} beschréinkt ist.

b) lim; 0 % existiert und ist positiv. = O(f) = O(g) und O(f) = O(yg)
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¢) lim, 0o {8 =0 —  fe€O(g) und g ¢ O(f)

@) g oo 18 = 0 = f € 0(g) sowie [ ¢ O(g) md f £ 09
Beweis:
a) Weil g bei oo positiv ist, gibt es ein 1 € R, so daf g(z) > 0 fiir © > 2.

f€0(g) <= esgibtc>0undzs € R, sodaB0< f(x) <cg(x) fir z >z

= esgibteinc>0undeinx3GR,sodaBOSMScﬁirz>z3
9(x)
<= s gibt ein zg € R, so dafl {% rxeD,x> xo} beschrankt ist
g(x

b) Sei a := lim, 00 % > 0. Dann gibt es ein zyp € R, so daf ‘gé;; —a} < g fir
f(x)

o) < 3 aund ¢ g(z) < f(z) < 3 ag(w) fir z > zo.
Folglich gilt f € ©(g). Mit A.2.6¢) und e) folgt O(f) = ©(g) und O(f) = O(g).
(z

f(z) f(z)

d) Wegen lim, @) = X gibt es zu jedem n € N ein z,, € R, so daf o(2) > n fir

x > xyn. Dies zeigt f € Q(g) und f ¢ O(g). q.e.d.

T > xp, also % <

Der Limes lim ;o % 148t sich oft ausrechnen mit Hilfe folgender

A.2.8 Regel von de I"Hospital (1661-1704)
fyg: Ja,00[— R seien differenzierbare Funktionen. Es gelte g(z) # 0 fiir € Ja, 00[

und limg o f(2) = 0o sowie lim, o0 g(2) = co. Wenn dann lim, o % existiert

(eigentlich oder uneigentlich), so existiert auch lim, %, und es gilt
!
lim —f( ) = lim /@)
z—o0 g(x z—o0 g’ ()

Die Regel 148t sich erweitern auf den Fall, dafl auch die Ableitungen von f und g fiir
T — 00 gegen oo streben:

f:l]a,00[— R und g: |a,c0[— R seien n-mal stetig differenzierbare Funktionen. Fiir
jedes k =0,...,n— 1 gelte g®) () # 0 fiir 2 € Ja, 0o und lim,_,, f*(z) = oo sowie
limg o0 ¥ () = co. Wenn dann lim,_, o %8 existiert (eigentlich oder uneigent-

lich), so existiert auch lim,_, %, und es gilt

fl@) L ()

. . *) die ko ' d°f
Dabei bezeichnet f'*) die k-te Ableitung <.
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A.2.9 Beispiele

1. Esgilt log, x € O(x) fiir jedes b > 1 (eigentlich sollte man log, € O(id) schrei-
ben).

Beweis: Mit A.2.8 folgt limy, o0 252 = Jim, o 280 — iy, Lo —
Mit A.2.7 ¢) folgt die Behauptung.

2. Fiir 0 < a < g gilt 2* € O(2P).

Beweis: £z = —— bleibt beschrénkt fiir 2 — oo. Mit A.2.7 a) folgt die Be-
hauptung.

3. Fira>0unda>1 gilt z* € O(a®).
Beweis: Folgt mit der erweiterten Hospitalschen Regel und A.2.7 c).

4. Fiira > 1 gilt
O(logz) C O(y/x) C O(x) C O(z logx) C O(2?) C O(x")

Alle Inklusionen sind echt (also keine Gleichheiten).

Beweis: Folgt mit der erweiterten Hospitalschen Regel und A.2.7.

A.2.10 Lemma Sei D =N.

a) Fir f(n)=Y"_, L gilt f € O(log).
b) Fira>0und f(n) =Y _,m"gilt f € O(n>t).

c) log(n!) € O(nlogn).

Beweis:

a) Indem man die Summe als Untersumme eines Integrals auffafit, ergibt sich
fR)=1+Y" oL <1+ ["1dt =1+logn. Weil 1+ log € O(logn), ist folglich

auch f € O(log).

Umgekehrt kann man die Summe auch als Obersumme auffassen und erhélt

f) =0 L s M lgr g 1> ogn, also f € Q(logn).

b) Indem man die Summe als Untersumme eines Integrals auffafit, ergibt sich

fln) = an;ll m® +n* < fln t*dt + n™ = O%H(na‘Jrl — 1) +n2, also f € O(n®*1).
Umgekehrt kann man die Summe auch als Obersumme auffassen und erhélt

fn) =Y m_ym®+1> [["t%dt = =5 (n*T! — 1), also f € Q(n*t1.

c) Sei n > 1. Schéitzt man [ logtdt durch Unter- und Obersummen ab, so erhélt man

n—1 n n
Zlogjg/ 10gtdt§21ogj
=1 !

j=1

Den linken und den rechten Term kann man mit Hilfe der Funktionalgleichung des
Logarithmus umwandeln, den mittleren Integralterm kann man ausrechnen, weil man
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zu log ¢ eine Stammfunktion, namlich ¢ log ¢ —¢, kennt. Damit erhdlt man die folgenden
Ungleichungen

n—1 n
log | [] 4] <[t logt -]} <log | []J
J=1 j=1
und somit
(1) (2)
log((n—1)!) < nlogn —n+1 < log(n!)
Daraus folgt

mit (1)
log(n!) =log((n — 1!) +logn <log((n—1))+n < nlogn+1<2nlogn

also log(n!) € O(nlogn).
AuBlerdem folgt

mit (2)
nlogn < log(n!)+n—1¢€ O(log(n!) +n — 1) = O(log(n!))

dennn—1<n—b+b=1log,b" b +b <log,(n!) + b, also n — 1 € O(log,(n!)).
Aus A.2.6 a) und b) folgt schlieBlich log(n!) € O(nlogn). q.e.d.

A.2.11 Lemma Secien D = N und f,g: — R* monton wachsende Funktionen. Es
gebe a > 0,b > 0,c > 0, so daf fiir alle n € N gilt:

(1) a g(n) < g(2n)

(2) f(2n) <b f(n) +cg(n)

B)b<a

Dann ist f € O(g).

Beweis: Setze h(n) = %. Sei k€ Z,k > 0.

1. Schritt: Fiir 2% < n < 2k+1 gilt

Fn) _ FEHY) @ b 29 +e g2

h(n) = = b h(2*
(=" =@ = 4@ (@) te
2. Schritt: Fiir k£ > 1 gilt
o F28) 0 b ) peg Y b e
"hen S T ey M)

3. Schritt: Aus Schritt 2 folgt

h(2*) < (g)kh(1)+§: (g)j < (g)kh(l) - > (g)j - (g)kh(1)+ —

4. Schritt: Aus Schritt 1 und 3 folgt fiir n > 2 und k£ > 1

h(n) < bh(2%)+¢ < b<§>kh(1)+a

8

be

also f € O(g). q.e.d.



Anhang B

Lineare
Rekursionsgleichungen

B.1 Einfiihrung

B.1.1 Definition
Seien k € N, ag,...,ar € R,ap #0,ar #0, f: NU{0} — R mit f # 0. Dann heif}t

> aT(n—j) = f(n) (B.1)

eine inhomogene lineare Rekursionsgleichung mit konstanten Koeffizienten
von der Ordnung k fiir T und

M=

a;T(n—37)=0 (B.2)
j=0
eine homogene lineare Rekursionsgleichung mit konstanten Koeffizienten
von der Ordnung k fiir T, die sogenannte zu B.1 zugehdrige homogene Glei-
chung.
Jede Funktion T: NU {0} — C, die fiir n > k eine dieser Gleichungen erfiillt, heif}t
eine Losung. Die Werte T'(0),...,T(k — 1) einer Losung T heiflen die Anfangswerte
von T'.

Rekursionsgleichungen tauchen in der Informatik immer wieder auf, wenn rekursive
Strukturen betrachtet werden. Sie sind nicht immer linear, aber in manchen wichtigen
Féllen wie z.B. der Rechenzeit von Divide-et-Impera-Strategien kann man die vorkom-
menden Rekursionsgleichungen in lineare transformieren. Lineare Rekursionsgleichun-
gen haben den Vorteil, dal man eine einigermafien systematische Losungstheorie fiir
sie hat.

Aber auch in anderen Bereichen st68t man héufig auf Rekursionsgleichungen; denn
sie sind ein diskretes Analogon zu gewthnlichen Differentialgleichungen und darauf

82
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basieren sehr viele Modellbildungen zur Beschreibung von Prozessen in Natur und
Technik. Vielfach kann man sich auch hier mit mehr oder weniger Berechtigung auf
lineare Rekursionsgleichungen beschrénken. Ein klassisches Beispiel dafiir ist die li-
neare Verarbeitung eindimensionaler Signale (wie z.B. Audiosignale); sie hat eine
herausragende Bedeutung in der gesamten heutigen Technik. Die linearen Rekur-
sionsgleichungen tauchen dort als rekursive Digitalfilter auf. Ein sehr einfaches
Beispiel moge einen Eindruck geben.

B.1.2 Exponentiell abfallendes Mittel

f: NU{0} — R sei eine Funktion (z.B. ein zeitlich diskretes Audiosignal oder der
Verlauf eines Aktienwertes oder einer Temperatur). Um schnelle Schwankungen von
f zu ddmpfen, kann man statt f die Funktion g: NU{0} — R betrachten, die folgen-
dermafen definiert ist:

Es sei g(0) = f(0) und fiir n > 0 sei g(n) = 3 f(n) + 5 g(n — 1)

g ist also eine Art gleitender Mittelwert aus dem momentanen Signalwert f(n) und
dem vorigen Wert g(n — 1). Man kann hier die Rekursion leicht auflésen

I
N—=

gin) = 5f(n)+39
= 5f(n)+ (fn71+ g(n—2))

1 1
2 2
= 3/ + () -1+ (3) g0 -2)

=

Man beachte den hohen Rechenaufwand verglichen mit der rekursiven Darstellung.

In der Signalverarbeitung ist es niitzlich, fiir die Koeffizienten auch komplexe Zahlen
zuzulassen. Die Losungstheorie &ndert sich dadurch nicht. Weil jedoch bei der Re-
chenzeitanalyse von Algorithmen nur reelle Koeffizienten auftreten, wollen wir uns
hier darauf beschrénken.

B.2 Die L6sung homogener linearer Rekursionsglei-
chungen

Gegeben sei die homogene lineare Rekursionsgleichung der Ordnung &

M-

a;T(n—j) =0 (B.3)
7=0
mit konstanten reellen Koeflizienten ag, ... ax, ag # 0, ax # 0.

B.2.1 Satz

Der Raum L aller Losungen von B.3 ist ein k-dimensionaler Vektorraum iiber C. Der
Raum Ly aller reelwertigen Losungen von B.3 ist ein k-dimensionaler Vektorraum
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iiber R. Die Abbildungen £c — CF und Lr — RF*, die jedem T die Anfangswerte
(T(0),...,T(k — 1)) zuordnen, sind Isomorphismen.

Beweis: Durch Nachrechnen sieht man, dafl jede Linearkombination von Lésungen
wieder eine Losung ist. Lc und Ly sind also Vektorrdume. Die Abbildungen Lo —
Ck, T — (T(0),...,T(k—1)) und Lg — R¥, T+ (T(0),...,T(k—1)) sind offensicht-
lich linear. Wegen ag # 0 kann man B.3 umformen zu T'(n) = — Z?Zl Z—iT(n —J)-
Durch Induktion nach n sieht man:

1. Jede Losung T ist vollsténdig durch ihre Anfangswerte T7'(0),...,T(k — 1) be-
stimmt.

2. Zu jedem (ap,...,ar_1) € C* gibt es eine Losung, die die Anfangswertbedin-
gungen T'(j) = o fiir 5 =0,...,k — a erfiillt.

3.  FEine Losung T ist genau dann reellwertig, wenn ihre Anfangswerte reell sind.

Das bedeutet gerade, da8 T+ (7(0),...,T(k — 1)) Isomorphismen Lc — C* bzw.
Lr — R* sind. q.e.d.

B.2.2 Bemerkung
Ist T € Lc, so ist auch T' € L¢, denn es gilt

a;T(n—37)=0

M-
QQ
=
3
<

I
&
=
3
<
\
Mw

=0 =0

Folglich sind auch der Realteil R(T) = 3(T+7) und der Imaginéirteil $(T') = o (T—T)

Losungen, und es ist (7)) € Lg und I(T') € Lg. aus einer Basis T1,...,T) von L¢
erhiilt man also das Erzeugendensystem R(T)1, ..., R(T%), S(Th),...,S(Tk) von Lg,
aus dem man eine Basis auswéhlen kann.

B.2.3 Heuristischer Lésungsansatz
Setze T'(n) = =™ in die Rekursionsgleichung B.3 ein. Dies liefert die Gleichungen

ajz" I = 0 firn>k (B.4)

<.
i
o

Wegen ai # 0 ist © = 0 keine Losung. Ein x # 0 16st die Gleichung B.4 genau dann,
wenn z die sogenannte charakteristische Gleichung

k
> aah =0 (B.5)

Jj=0

16st; denn die anderen Gleichungen in B.4 mit n > k erhélt man durch Multiplikation
mit z”*. Das Polynom Z?:o ajxk’j heilit das charakteristische Polynom der
Rekursionsgleichung.
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B.2.4 Satz
Gegeben sei die homogene lineare Rekursionsgleichung der Ordnung k

k

> a;T(n—j) =0 (B.6)

Jj=0

mit konstanten reellen Koeflizienten ag, ... ax, ag # 0, ax # 0.
A1, ..., AL seien die Nullstellen des charakteristischen Polynoms Z?:o ajxk_j ,und 7
sei die Vielfachheit von \;. (Man beachte, dafl wegen ax # 0 kein \; gleich 0 ist.)

Dann bilden die Funktionen T} ,, mit T, (n) = n™A} fir [ € {1,...,L} und m €

{0,...,7 — 1} eine Basis des Losungsraumes L¢ von B.6.

Basis: AT, nAY, ... n 1 TIAR NS L T IND D AT n AT n eI
Spezialfall: Hat das charakteristische Polynom nur einfache Nullstellen, so ist L = k
und die Funktionen A7, ..., A} bilden eine Basis von Lc.

Beweisskizze: Die angegebenen Funktionen sind linear unabhingig (Beweis!). Zu

zeigen ist nur, dafl sie B.2 16sen. Sei A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms

mit der Vielfachheit r; es gibt also ein Polynom ¢, so daf Z?:o ajzb=I = (v —

A)"q(z). Es seien 0 < s < r und T'(n) = n®\" fiir n € NU {0}. Wir definieren den

Differentialoperator D durch Df = z%.

Behauptung: Fiir jedes j € NU{0} und m € N gilt DIo™ := D...Da™ =mlz™.
j—mal

Beweis: durch vollstdndige Induktion nach j.

Induktionsanfang j = 0: D% ™ = 2™ = m%z™.

Induktionsschlufl j — 5+ 1:

Ditlgm = DDIg™ = x%Dj:cm tnd.yor. z%(mjzm) =a(mItlam=1) = mitigm,

Wir zeigen nun, dafl T die Rekursionsgleichung B.6 16st.

Fiir jedes n > k gilt:

k k
Z aj(n—j)x" 9 = Z a;jDz"™I
j=0 j=0
k
= D’ Z ajx" ™7
§=0
k
- DS :Cnfk Z ajxkfj
§=0
= D (2" Fx—Nqz

Wegen s < r enthiilt jeder Summand den Faktor (z — A). Infolgedessen ergibt sich
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mit x = A
k k )
ZajT(n —-j) = Zaj(n —)A"700
Jj=0 j=0
d.h. T erfiillt die Rekursionsgleichung B.6. q.e.d.

B.2.5 Bemerkung
Um zu zeigen, dafl die angegebenen Funktionen linear unabhingig sind, geniigt es

nachzuweisen, dafl die Vektoren (Tlm(O), cos Ty (k — 1))T linear unabhiingig sind
oder dafl die daraus gebildete k x k-Matrix regulér ist. Falls das charakteristische

Polynom nur einfache Nullstellen A1, ..., A hat, ist
7.0 7,(0) o
o T Mo N
(W) T %
Ti(k—1) - Ti(k—1) N1 e
eine Vandermondsche Matrix, deren Determinante gleich [[;_,,(Aj — Am) # 0 ist.
B.3 Beispiele
B.3.1 T(n) —3T(n — 1) — AT (n—2) =0
Koeffizienten ap=1,a0 = —3,a2 = —4
charakt. Gleichung 22 -3z —-4=0
Nullstellen M=—-1,) =4
Losungsraum {a1(—=1)" + @24™: ag, a9 € C (oder R)}

Die Losung mit den Anfangswerten 7°(0) = 0 und 7'(1) = 1 erhélt man, indem man
T(n) = a1(—1)" + aed™ in die Anfangsbedingungen einsetzt

0= T(O) = al(—l)o + 04240 = o1 + Qo
1= T(l) = al(—l) + aod = —aq + 4as

und das entstehende Gleichungssystem nach a; und ae auflést. Dies ergibt hier —a; =

a9 und somit o = f% und ag = % Die gesuchte Losung lautet also

T(n) = —%(—1)" 4 %4".

B.3.2 Tn)=Tn-1)+T(n—2)
oder T(n)—Tn—-1)—Tn—-2)=0
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Koeffizienten apg=1,a1 =-1,a, =—1

charakt. Gleichung > —2-1=0

Wurzeln A =3(1+V5), A2 =3(1—V5)

Losungsraum {041 (HQ‘/g)n + a (%g)n s ag,as € C (oder R)}

Bestimmung der Losung mit den Anfangswerten 7'(0) =0, T'(1) = 1:
Einsetzen der allgemeinen Losung in die Anfangsbedingungen ergibt

0:Q1+042

und

l=«

1+\/5+ 1—-5

«

) T

also a; = —a undsomit1:a2<fl+2—\/g+1_7‘/g):fa2\/g, also ag = —

Die gesuchte Losung lautet folglich

1 ((1+v5\" (1-v5\"
T(n)=— —
/5 2 2
Bemerkung: Die obige Rekursionsgleichung mit den Anfangswerten 7'(0) = 0, T'(1) =
1 definiert die Folge der Fibonacci-Zahlen; T'(n) ist die n-te Fibonacci-Zahl. Wir haben
also eine explizite Darstellung der Fibonacci-Zahlen erhalten. Die Fibonacci-Zahlen

spielen in etlichen Problemen eine Rolle, weil die sie definierende Rekursionsgleichung
dort vorkommt.

s

B.3.3 Tn)=2T(n—-1)—2T(n—2)
oder T(n)—2T'(n—1)4+2T(n—2)=0

Koeffizienten ap=1,a1 =—-2, a0 =2

charakt. Gleichung 22 -22+2=0

Wurzeln M=14+i A=1—1

Losungsraum {a1(14+ )"+ (1 —i)™: a1, 0 € C}

Reellwertige Losungen: Es gilt
1+i=+2e"T und 1 +i=+2e'%

also

(147" = (V2" und (1— )" = (vV2)"e "

und
(144" + (1 —i)" = (V2)"2cosnT und (1 +4)" — (1 — )" =i (V2)"2sinnT

Die Funktionen n — (v/2)"2cosn% und n — (v/2)"2sinnZ sind ebenfalls eine Basis.
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Bestimmung der Losung mit den Anfangswerten 7'(0) =0, T(1) = 1:
Einsetzen der allgemeinen Losung in die Anfangsbedingungen ergibt

0 = anta
1 = a1(1+414)+a(l —i)
also a1 = —ag und 1 = —ao(1+i)+as(l1—i) = as(—2¢) und somit ay = 72%., oy 2%
Die gesuchte Losung lautet damit
1 n n
T(n) = 5 ((1+i)" = (1=0)") = (\/5) sinnZ = 2% sinnZ
i
B.3.4 T(n)=5T(n—1)—8T(n—2)+4T(n — 3)
oder T(n)—=5T(n—1)+8T'(n—2)—4T(n—-3)=0

Koeffizienten ap=1,a1 =-5,a2=8,a3 =—4
charakt. Gleichung 0=2a%—-522+8r—4=(z—1)(z —2)?
Wurzeln A1 = 1 einfach, Ay = 2 zweifach
Basis des Losungsraums 17, 2™, n2"
Allgemeine Losung a1 + a92™ + azn2”
Bestimmung der Losung mit den Anfangswerten 7'(0) =0, T(1) =1, T'(2) = 2:
Einsetzen der allgemeinen Losung in die Anfangsbedingungen ergibt

0 a1 + [6%)

1 = a1 +2a9 4 2a3

2 = o1 +4as+ 8as
Dieses lineare Gleichungssystem hat die Losung o = —2, as = 2, a3 = f%. Somit

lautet die gesuchte Losung

T(n)=—2+2" —pan-t



ANHANG B. LINEARE REKURSIONSGLEICHUNGEN 89

B.4 Die L6sung inhomogener linearer Rekursions-
gleichungen

Gegeben sei die inhomogene lineare Rekursionsgleichung der Ordnung &

k
> a;T(n—j) = f(n) (B.7)

=0

mit konstanten reellen Koeflizienten ag, ... ax, ag # 0, ax # 0.

B.4.1 Satz

Ist Tj eine Losung von B.7 und ist £ der Losungsraum der zugehorigen homogenen
Gleichung, so ist To+ £ = {To+7T: T € L} die Menge der Losungen von B.7. Ty wird
auch eine partikuldre Losung von B.1 genannt.

Beweis: Sei T} eine Losung von B.7. Dann gilt Z?:o a;(T1(n—j)—To(n—j)) = 0. Also
ist T1 — Ty eine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung, d.h. 17 = To+11—Tp €
To + L.

Umgekehrt gilt fiir jede Funktion T + 7 mit T € £, dafl Z?:o a;(To(n—j) —T(n—
J)) = Z?:o a;To(n —j) — Z?:o a;T(n—j) = f(n) + 0; also ist Ty + T eine Losung
von B.7.

B.4.2 Bemerkungen

1. Man beachte die Analogie zur Losungstheorie linearer Gleichungssysteme und li-
nearer gewohnlicher Differentialgleichungen. Wenn man die Losungen der homogenen
Gleichungen kennt, mufl man nur eine einzige Losung der inhomogenen Gleichung
finden, um alle Losungen zu kennen. Leider gibt es kein allgemeines Verfahren zur
Bestimmung einer partikuldren Losung. Aber immerhin gibt es fiir spezielle rechte
Seiten f solche Verfahren.

2. Um vorgegebene Anfangsbedingungen zu erfiillen, mufl man zu einer partikuldren
Losung einfach eine geeignete Losung der homogenen Gleichung addieren.

B.4.3 Rezept zur Losung von Rekursionsgleichungen der Gestalt

k

> a;T(n—j)=b"p(n), n >k,
=0

wobei ag # 0, a, #0, b > 0 und p(z) = Zf:o d,x" ein Polynom vom Grad D seien.

Ist b eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms Z?:o ajzk*j , so sei m ihre Viel-
fachheit; ansonsten sei m = 0.

Setze T'(n) = lD::Im cn!b™ in die linke Seite der Rekursionsgleichung ein und be-
SIMME Cppy - . ., CD+m € R s0, daf die linke und die rechte Seite fiir alle n > k gleich

sind.
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B.4.4 Folgerung

Sind by,...,b, positive reelle Zahlen, ag # 0,ar # 0 reelle Zahlen und p,...,p:,
Polynome, so kann man eine Losung von

k r
ZajT(n —Jj)= Zbgpp(n) fir n >k
7=0 p=1
dadurch bekommen, dafl man fiir jedes p € {1,...,r} wie in B.4.3 eine Losung T, von
k
Z a;T(n—j) =bypy(n) fir n >k
7=0

bestimmt und dann T' =17 + ... + T, setzt.

Wir wollen B.4.3 nur in drei Spezialfillen beweisen.

B.4.4.1 Erster Spezialfall: Die Rekursionsgleichung hat die Gestalt

a;T(n—j)=0"firn>k

M-

Jj=0

und b ist keine Nullstelle des charakterischen Polynoms der homogenen Gleichung.
Dann gibt es eine Losung der Gestalt T'(n) = ¢ob™ mit geeignetem ¢y € R.

Beweis:
k k k
Z a;T(n—j)= Z ajcob™ ™ = b"cg Z ab™
Jj=0 Jj=0 Jj=0
Weil b keine Nullstelle von Z?:o ajzF=I ist, gilt Z?:o ajb™ # 0. Setzt man ¢y =
(Z?:o a;b=7)~1 so ergibt sich die rechte Seite. q.e.d.

B.4.4.2 Zweiter Spezialfall: Die Rekursionsgleichung hat die Gestalt

k
ZajT(n —j)=mnb" fir n >k
=0

und b ist keine Nullstelle des charakterischen Polynoms der homogenen Gleichung.
Dann gibt es eine Losung der Gestalt T'(n) = cob™ + c1nb™ mit geeigneten cg, c; € R.

Beweis:

Linke Seite = a;T(n — j)

<.
- 10+
o

= a;(cob™ ™7 + e1(n — )b )
0

J

k k k
= (CO Z ajbij —C Z ajbfjj +cin Z ajbfj)
j=0 j=0 j=0
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Nach Voraussetzung ist Z;C:O a;jb™7 # 0. Damit die linke Seite fiir alle n > k gleich
der rechten ist, muf} gelten

k k k
c1 Z ajbfj =1 und ¢ Z ajbfj — Z ajbfjj =0
3=0 3=0 3=0
Dieses lineare Gleichungssystem hat die Losung

1 Z?:o ajb™lj
TNk mde = Ty T e
ijo a;b (ijo a;b J)

B.4.4.3 Dritter Spezialfall: Die Rekursionsgleichung hat die Gestalt

M-

a;T(n—j)=0"firn>k
7=0

und b ist eine einfache Nullstelle des charakterischen Polynoms der homogenen Glei-

chung.
Dann gibt es eine Losung der Gestalt T'(n) = ¢1nbd™ mit geeigneten ¢; € R.

Beweis:
k
Linke Seite = Y _a;T(n — j)
j=0
k
= Za]—cl(n *j)bn_‘]
j=0
k k
= b (clnz ajb_j — C1 Zjajb_j)
j=0 j=0
k
= 7bn61 Zja]‘bij
j=0
Damit die linke Seite fiir alle n gleich der rechten Seite ist, mufl 1 = —c¢; Z?:o jajb=7

gelten, also ¢; = _(Z?:o jajb_j)_l. Beachte, daf Zfzojajb_j # 0, denn
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k k k
= gab™ = TN Tkab T =) jab )
Jj=0 j=0 j=0

———
=0

k
— b*k‘i’l Z(k _ j)ajbk*jfl
7=0

d <& .
_ bik“@(zaﬂkﬂ)h:b
§=0

= £0
denn b ist nur eine einfache Nullstelle. q.e.d.
B.5 Beispiele
B.5.1 T(n)—2T(n—1)=3"

Es ist also p = 1 und b = 3. Weil b keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
x — 2 = 0 ist, macht man nach B.4.3 den Losungsansatz T'(n) = ¢¢3". Um c¢g zu
bestimmen, setzt man 7' in die Rekursionsgleichung ein und sieht, dafl

03" — 2¢93" " =3" firallen > 1

genau dann gilt, wenn ¢y = ?ﬂl_gﬁ = 3,3,—,1 = 3 ist. Also ist T'(n) = 3"*! eine

Losung der inhomogenen Gleichung.

Eine Losung mit der Anfangsbedingung 7(0) = 0 erhélt man durch Addition einer
geeigneten Losung der zugehorigen homogenen

Rekursionsgleichung Tn)—2T(n—1)=0

Koeffizienten ap=1,a1 =-2
charakt. Gleichung r—2=0
Wurzeln A =2
Allgemeine Losung a2”

Die Funktion 371! 4« - 2" erfiillt die Anfangsbedingung genau dann, wenn 3+« = 0,
also a = —3. Somit lautet die gesuchte Losung der inhomogenen Rekursionsgleichung
mit der Anfangsbedingung 7'(0) = 0

T(n)=3"t"-3.2"
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B.5.2 T(n)—2T(n—1)=(n+5)3"

Esistap=1,a1 = -2, k=1, p(z) =2+ 5 und b = 3 ist keine Wurzel des charakte-
ristischen Polynoms x — 2. Somit lautet nach B.4.3 der entsprechende

Losungsansatz co3" + c1n3™

Einsetzen in die Rekursionsgleichung ergibt

co3™ + ¢1n3™ — 23" — 2¢q(n — 1)3"71 (n+5)3"
n(3"c; —2¢13" 1) +co3" — 2¢03" 7t + 23" = 3" 45-3"
Damit diese Gleichungen fiir alle n > 1 erfiillt sind, miissen die Koeffizienten entspre-

chender Potenzen von n auf beiden Seiten iibereinstimmen. Man macht also einen
Koeffizientenvergleich.

Koeffizienten von n': ¢; — 2¢; =1
Koeffizienten von n% ¢y — 2o+ 2¢1 =5

Dieses lineare Gleichungssystem hat die Losung co =9, ¢; = 3. Infolgedessen hat die
obige inhomogene Rekursionsgleichung folgende partikulidre Losung

T(n) =9-3" 4 3n3" = 372 4 p3nt!

B.5.3 Tiirme von Hanoi Tn)=2T(n—-1)+1

Losungsansatz Tn)=co-1"=c¢y

Einsetzen in die Rekursionsgleichung ergibt ¢y = 2¢o + 1, also ¢g = —1.

Somit ist Tp(n) = —1 eine Losung. Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen

Gleichung hat die Gestalt T'(n) = «2™. Folglich hat die allgemeine Losung der inho-
mogenen Gleichung die Form T'(n) = 2™ — 1. Um die Anfangsbedingung 7'(0) = 0
zu erfiillen, mufl @ = 1 sein, also T'(n) = 2" — 1.

B.5.4 Tn)—T(n-1)=1

Esist ap=1,a1 = =1,k =1, p(z) = 1 und b = 1 ist eine Wurzel des charakteristi-
schen Polynoms x — 1 der Vielfachheit 1. Somit lautet nach B.4.3 der entsprechende

Losungsansatz T(n) =cinl™ =cin

Einsetzen in die Rekursionsgleichung ergibt ¢;n—c¢;(n—1) = 1. Dies ist fiir allen > 1
genau dann erfiillt, wenn ¢; = 1 ist. Folglich ist T'(n) = n eine Losung. (Das hitte
man in diesem Fall auch erraten kénnen.)

B.5.5 T(n)—2Tn-1)=2"-1,n>1
Zerlege die rechte Seite in zwei Summanden und 16se die folgenden beiden Gleichungen

T(n) = 2T(n—1)+2" (B.8)
T(n) = 2T(n—1)—1 (B.9)
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Die charakteristische Gleichung der homogenen Anteile ist x — 2 = 0, hat also die
Wurzel 2.

Nach B.4.3 hat daher B.8 eine Losung der Gestalt T1(n) = ¢1n2". Einsetzen in B.8
liefert

ein2® —2¢(n—1)2""1—2" =0
und diese Gleichung gilt genau dann fiir alle n, wenn ¢; = 1 ist.

Nach B.4.3 hat B.9 eine Losung der Gestalt To(n) = c2 1™ = c¢3. Einsetzen in B.9
liefert
Cy — 2 c2 + 1=0

und diese Gleichung hat die Losung co = 1.

Zusammengesetzt erhdlt man somit 77 (n)+T2(n) = n 2" +1 als Losung der urspriing-
lichen Rekursionsgleichung. Alle Lésungen bekommt man, indem man die Losungen
der homogenen Gleichung 7T'(n) = 2T (n — 1) dazu addiert; sie haben also die Gestalt
T(n)=n2"+14+ 2" mit « € R.



Anhang C

Divide-et-Impera-
Rekursionsgleichungen

Divide-et-Impera-Algorithmen sind meist fiir alle Problemgrofien n definiert, somit
ist auch ihre Rechenzeit T" auf ganz N definiert. 1" erfiillt eine mehr oder weniger
komplizierte Rekursionsgleichung, die sich aber meist vereinfacht, wenn man nur spe-
zielle Problemgrofien n € D := {bfng: k € N} betrachtet, wobei % die Gréfe der
Teilprobleme und ngy die Abbruchschwelle der Rekursion sind. Typischerweise erhélt
man fiir solche n eine Rekursionsgleichung der Gestalt

T(n)=aT(%)+ f(n), n€D, T(nog) =a (C.1)
Dabei sinda € R,a > 0,b€ N, b>2 ng € Nund D = {b¥ng: k € N}, f: D = R
und a € R.

Solche auf D eingeschrinkte Gleichungen sind oft relativ einfach zu l6sen, weil man
sie auf lineare Rekursionsgleichungen zuriickfiithren kann; zumindest kann man asym-
ptotische Wachstumsabschétzungen bestimmen.

Schwieriger ist es, Losungen zu finden, die solche Gleichungen auf ganz N erfiillen,
oder wenigstens geeignete asymptotische Wachstumsabschétzungen fiir sie auf N zu
beweisen.

C.1 Losungen auf D := {V*ny: k € N}

Man kann C.1 auf eine lineare Rekursionsgleichung zuriickfithren, indem man n =
b*ng substituiert und S(k) = T(b*ng) setzt; dann wird aus C.1 die folgende lineare
Rekursionsgleichung

S(k) =aS(k—1)+ f(bng), k >0, S(0) = «
Diese Gleichung kénnen wir mit den Ergebnissen des vorigen Kapitels fiir einige Funk-

tionen f l6sen.

95
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C.1.1 Lemma

Es seien ¢ € R und ! € N. Dann ist eine Funktion 7': D U {n¢} — R genau dann eine
Losung der Rekursionsgleichung

T(n)=aT(2)+cn' fir ne D (C.2)

wenn es ein o € R gibt, so daf} fiir alle n € D gilt

e im Falle a # 1! T(n) = ] c —n! +anlosa
T

e im Falle a = b’ T(n) = an! + cnllog,n

Beweis: Transformiere C.2 durch die Substitution n = b*ng, S(k) = T'(b¥nyg) in die
lineare Rekursionsgleichung

S(k)=aS(k— 1)+ c(b*ng)’ (C.3)

Die charakteristische Gleichung ihres homogenen Anteils ist « — a, hat also die Wurzel
a. Die Inhomogenitit c(b*ng)! = cnf(b')* hat die Gestalt B¥p(k) mit B = b' und dem
konstanten Polynom p(x) = cn}) wie in B.4.3.

1. Fall: a # V. B ist keine Wurzel des charakteristischen Polynoms. Nach B.4.3 gibt
es daher eine Losung von C.3 der Gestalt Sy(k) = c; B¥ mit einem ¢; € R. Durch
Einsetzen in C.3 erhélt man fiir ¢; die Gleichung

clBk = aclBk_l + cnéBk fiir jedes kK € N

Sie ist genau dann erfiillt, wenn

Cc1 =
Folglich ist
So(k) = ClBk = Clbkl

Nach B.4.1 hat jede Losung von C.3 die Gestalt S(k) = So(k) + 3 a* mit beliebigem
B € R. Wegen a* = bFlossa = p logba(nobk)logba =ng 1086 @ plogy @ ergibt sich durch
Riicktransformation, dafl jede Losung von C.2 die Gestalt

c _
T(n) = . £nl + B ng logy @), logy, a
bl

hat. Und o := fn, 1080 % qurchliuf ganz R, wenn [ ganz R durchléduft.

2. Fall: ¢ = b'. Dann ist B = b = a eine Wurzel des charakteristischen Polynoms
r—a. Nach B.4.3 gibt es daher eine Losung von C.3 der Gestalt So(k) = c2k a”. Durch
Einsetzen in C.3 erhélt man fiir co die Gleichungen

coka® = acy(k —1)a" ! + cnba fiir jedes k € N
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die genau dann erfiillt sind, wenn ¢z = cnl) ist. Alsoist So(k) = cnbk a* = cnf(log, ) bk =
cnbb®log, n — cnhb™* log, ng = cnllog, n — cn'logy ng.
Nach B.4.1 hat jede Losung von C.3 die Gestalt S(k) = So(k) + B a* mit beliebigem

B € R. Wegen a* = bk = ng Int ergibt sich durch Riicktransformation, daB jede
Losung von C.2 folgende Gestalt hat

T(n) = ecnllogyn — c(log,ng)n' + Bng'n'

= cnllogyn + (ﬁz — c logy no) n!
g
Und a := §/n} — ¢ log, ng durchliuft ganz R, wenn 3 ganz R durchliuft.

C.1.2 Korollar

Seien a, ¢ € R positiv, b € N, b > 2, ng € N, I € NU{0}. Dann gilt fiir jede Losung
T der Rekursionsgleichung

T(n) = aT(%) +ent firn € D= {bFng: k € N}

a) T € O(nh) , falls a < B!
b) T € ©(n'log,n) , falls a = b’
c) T € O(n'o# ) , falls @ > b’ und T asymptotisch nichtnegativ ist.
Beweis:
a) Nach C.1.1 gilt
T(n) = c —nl +anls°
1=

mit o € R. Wegen a < b' ist 1 — & > 0 und log, a < I. Nach A.2.9.2. und A.2.6 h)
folgt T € O(n') + O(n'er 2) = O(n!).

b) Nach C.1.1 gilt T'(n) = an' + c¢nllogyn mit a € R. Wegen ¢ > 0 folgt T €
O(n!log, n).

c¢) Nach C.1.1 gilt

T(n) = . _Cinl + anlog @
bl

mit o € R. Wegen a > b ist 1f% < 0 und logya > I und lim, % = 0.
b
Wire o < 0, so wire T' nicht asymptotisch nichtnegativ. Also @ > 0 und wegen

nt € O(n'°&» @) folgt T € O(n'o8 ). q.e.d.

C.1.3 Bemerkung Die Aussage ¢) wird falsch, wenn T nicht asymptotisch nicht-
negativ ist; denn z.B. T'(n) = 4T'(§) + n hat die Losung T'(n) = —n.

Achtung! Bisher haben wir diese Wachstumsabschitzungen nur auf D = {b*ng: k €
N} bewiesen!
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C.2 Losungen auf ganz N

Divide-et-Impera-Algorithmen sind meist fiir alle Problemgrofien n definiert; somit ist
auch ihre Rechenzeit T auf ganz N definiert. T erfiillt eine mehr oder weniger kom-
plizierte Rekursionsgleichung, die sich aber meist vereinfacht, wenn man nur spezielle
Problemgrofen n € D = {b*ng: k € N} betrachtet, wobei % die Grofe der Teilpro-
bleme und ng die Abbruchschwelle der Rekursion sind. Typischerweise erhilt man fiir
solche n eine Rekursionsgleichung der Gestalt

T(n)=aT(})+ f(n), ne D, T(ng) =«

Fiir die Losungen solcher Rekursionsgleichungen haben wir bereits einige Aussagen
bewiesen. Die gelten aber nur auf D!

Frage: Unter welchen Bedingungen kann man von den Wachstumseigenschaften von
T|D auf die von T (auf ganz N definiert) schlieen? Wenn zum Beispiel T'(n) =
aT(%) + f(n) fiir alle n > ng gilt (wobei % als | %] oder als [%] interpretiert wird),
kann man dann T € O(g) schlieBen, wenn T'|D € O(g|D) gilt?

C.2.1 Definition und Lemma

a) D sei eine unendliche Teilmenge von N. Eine Funktion f: D — R heifit asym-
ptotisch nichtfallend, wenn es ein ng € D gibt, so daf fiir alle n,m € D gilt:
Ist ng < n < m,so gilt f(n) < f(m).

b) Firb € Nsei up: N = N, n — bn die Multiplikation mit b. Eine Funkti-
on f: N — R heifit glatt, wenn sie asymtotisch nichtfallend und asymptotisch
nichtnegativ ist und zusétzlich eine der beiden folgenden #dquivalenten Eigen-
schaften (und somit beide) besitzt:

(i) Esgibteinbe N, b>1,s0dal fou, € O(f) dh. es gibt ¢ >0, n9 €N
mit f(bn) < c f(n) fir n > ng. (Man nennt f dann b-glatt.)

(i) Fiir jedesb e N, b > 1,ist fou, € O(f).

Beweis der Aquivalenz: (i) = (i) ist trivial.

(i) = (ii): Da f asymptotisch nichtfallend ist, gibte es ein n; € N, so daf} fiir alle
n >npund m > ny gilt: n < m = f(n) < f(m). Sei ng wie in (i) gewéhlt. Setze
ng = max{ng, n1}. Wir zeigen zunéichst fous € O(f). Weil 2 < b und f asymptotisch
nicht fillt, gilt f(2n) < f(bn) < ¢ f(n) fiir n > ng, also f o us € O(f). Insbesondere
f(4n) < cf(2n) < ¢ f(n). Durch vollstindige Induktion folgt f(2*n) < c* f(n)
fir alle kK € N und n > nsy. Das bedeutet f o pg € O(f) fiir jedes k € N. Ist
nun d € N, d > 1, beliebig, so kann man ein k& € N finden mit d < 2*. Dann gilt
fldn) < f(2Fn) < ¥ f(n) fiir n > ny. Also f o ug € O(f). q.e.d.

C.2.2 Lemma Seien b € N, b > 1, n9 € Nund D = {b*ng: k € N}. Die Funktion
g: N — R sei glatt, und T: N — R sei asymptotisch nichtfallend und asymptotisch
nichtnegativ. Dann gilt

a) T|DeO(glD) = T e€O0O(g)
b) T|DeQ(g|D) = T € Qg)
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¢) T|De®O(gD) = TeO(y)

Beweis:

a) Weil g glatt ist, gibt es ein ¢; > 0 und ein ny € N, so dal 0 < g(bn) < ¢; g(n)
fiir n > ny und g(n) < g(m) fir ny < n < m. Weil T|D € O(g|D) ist, gibt es
ein cog > 0 und ein ny € N, so dafl T'(n) < cag(n) fir n > ng,n € D. Weil T
asymptotisch nicht fallt, gibt es ein ng € N, so dal T'(n) < T'(m) fir ng < n < m.
Weil T' asymptotisch nichtnegativ ist, gibt es ein ny € N, so dal T'(n) > 0 fiir n > ny.
Setze N = max{ni, na, ng, nq4} und wihle ein ko € N mit b*ny geqgN. Dann gilt fiir
jedes k > ko und jedes n mit b¥ng < n < bFtlng

T|DeO(g|D) g glatt g asym. nichtfall.
T(n) < T (6" " ng) < 290" ng) " < crea g(bno) < ciea g(n)

Das bedeutet gerade T € O(g).

b) lduft genauso, nur wihlt man ng so, da T'(n) > ¢ g(n) fiir n > ng, n € D. Dann
erhilt man fiir k > ko und b*ng < n < b*¥*lng

T|DeO(g|D) glatt
T(n) > T(no) > crgng) = 2 g(t"'ng) > 2 g(n)

Das bedeutet gerade T' € Q(g).
c¢) Folgt aus a) und b), weil O(g) = O(g) N Q(g). q.e.d.

Bemerkung Die Voraussetzungen, dafl g glatt und 7" asymptotisch nichtfallend ist,
sind beide notwendig.

C.2.3 Lemma Seien a,c € R positiv, b€ N, b >2 ng e N, [ € NU{0}.
Die Funktion T': N — R sei asymptotisch nichtfallend und asymptotisch nichtnegativ.
Erfiillt T die Rekursionsgleichung

T(n)=aT(2)+cn' firneD={b'ng: keN},

so gilt
O(n') , falls a < b
T e O(nllogyn) ,fallsa=1"
(%) | falls a > bl

Beweis: Folgt aus C.1.2 und C.2.2, wenn n', n!log, n, n'°8 @ als glatt nachgewiesen
werden. Diese Funktionen sind nichtnegativ und monoton wachsend. Sei g(n) = n®
mit @ > 0. Dann gilt g(2n) = 2*n® = 2% g(n), also g o ua € O(g) d.h. g ist glatt. Sei
nun g(n) = n! log, n. Dann gilt g(bn) = b’ n! logy n+b' n! log, b = b' n! logy n+b' n!,

folglich g o uy, € O(g), d.h. g ist glatt. q.e.d.
C.2.4 Satz Seien a,c € R positiv, b € N;b > 2,ng € N, | € NU {0} und
QOy -y Ony ER, 0 ap <t < gy

Erfillt 7: NU {0} — R die Rekursionsgleichung

T(n)=aT(2)+cn' firn>ng, T(n)=a, fir n < no,
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wobei 7 entweder als L%J oder als {%—| zu interpretieren ist, so gilt

O(n!) , falls a < b
T e O(nllogyn) ,fallsa=1"
O(n'os @) , falls a > !

Beweis: Folgt aus C.2.3; es ist lediglich nachzuweisen, dafl T" asymptotisch nichtfal-
lend und asymptotisch nichtnegativ ist. Es gilt

T(n+1) = T(n) =a(T(%) = T(3)) +c((n+1) —n') > a(T("H) = T(}))

Wir zeigen T'(n + 1) — T'(n) > 0 durch vollsténdige Induktion.
Induktionsanfang n = ng: Wegen b > 2 ist & < ny und ”Zl <3+ % < ng. Somit
gilt T'(ng + 1) — T(ng) > a(anoTﬂ — anbo) > O

Induktionsvoraussetzung: Fiir alle m € N mit ng < m < n gelte T'(m+1)—T(m) > 0.
Induktionsbehauptung: Fiir alle m € N mit ng < m < n+1gilt T(m+1)—T(m) > 0.

Beweis: Fiir m < n gilt die Behauptung nach Induktionsvoraussetzung. Sei m = n+ 1
Es gilt |”T+2 - "TH| = % < %, also L”T"’QJ - L”T'HJ < 1 und auch [”"’2] - b <
Damit folgt T'(m+1) —=T(m) =T(n+2)—=T(n+1) > a (T(%2) - T(%L)) > 0 nach
Induktionsvoraussetzung.

Es folgt, dafl T" nicht negativ und nicht fallend ist. q.e.d.

In der Literatur findet man weitere Sétze von &hnlichem Typ, bei denen die Potenz
n! durch andere Funktionen ersetzt ist. Ein Beispiel wollen wir anfiihren.

C.2.5 Satz Seienng €N, 0<ap<...<ap,, beN,b>1, ceR, c>0.
Erfilllt T: NU {0} — R die Rekursionsgleichung

T(n)=bT(%)+cnlogyn firn>ng, T(n)=a, firn<ng,

wobei 2 durch | %] oder [#] zu ersetzen ist, so gilt T' € O(n (log; n)?).

Beweis:

1. Wie im Beweis von C.2.4 folgt, da3 T asymptotisch nichtfallend und asymptotisch
nichtnegativ ist.

2. Wir zeigen, daB8 f(n) = n (log, n)? b-glatt ist:

f ist asymptotisch nichtfallend und asymptotisch nichtnegativ. Und es gilt f(bn) =
bn (log,(bn))? = bn (log, b+ log, n)? = bn (1 + 2 log, n + (log, n)?)) < 3bn (log, n)?
fiir n > b2.

3. Wegen C.2.2 geniigt es zu zeigen, dal T' € O(n (logyn)?|D) mit D = {b*: k € N}.
Wihle d > max{@, 1}. Wir zeigen T'(n) < dn (log,n)? fiir n € D durch Induktion.
Ind.anfang n = b: T'(b) < db = db (log, b)?.
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Ind.schluf % — n:

T(n)

IN

IN

bT(%) +cnlogyn
n

o
S8
|

log, %)2 +dnlogyn

n (logyn — 1)* +dn log, n

n (logy n)? — 2dn logyn +dn + dn log,n
dn (logyn)? + d (—n log,n +n)

n(
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Anhang D

Allgemeine
Rekursionsgleichungen

Die allgemeine Gestalt einer Rekursionsgleichung ist
T(n)=R(T,n) firn>k

wobei R ein arithmetischer Ausdruck ist, der nur von n und den Werten 7'(m) mit
m < n abhéngt. Es gibt keine einheitliche Losungstheorie fiir allgemeine Rekursions-
gleichungen. Wie bei Differentialgleichungen oder Integralen gibt es diverse Ansétze
und Tricks, deren geschickte Verwendung Erfahrung voraussetzt.

D.1 Erraten einer Losung

Das geht wohl nur mit viel Erfahrung. Dafiir ist die Verifikation oft nicht allzu schwer.

D.2 Iteration

Ersetze die in der rechten Seite R(T,n) vorkommenden Werte T'(m) mit m > k durch
R(T,m). In dem entstehenden Ausdruck ersetze wiederum die auftretenden Werte
T(1) mit I > k durch R(T,!). Dies wiederholt man, bis nur noch Werte 7'(1) mit [ < k
vorkommen. Fiir jedes konkrete n kann man auf diese Weise den Wert T'(n) als Funk-
tion der Anfangswerte T'(0),...,T(k — 1) bestimmen. Allerdings wird man oft keinen
fiir alle n > k giiltigen, einfachen, geschlossenen Ausdruck erhalten. Trotzdem kann
man manchmal auf diese Weise das asymptotische Verhalten der Losung abschétzen.

D.2.1 Beispiel T(n)=T(n—1)+n3 T0)=0

Esgilt T(n) =n>+T(n—1)=n3+n—-12+Tn-2)=...=n3+...+1% =
> j2. Nach A.2.10 b) gilt T € O(n*). Man kann in diesem Fall auch in einer
Formelsammlung finden, daf} 2?21 73 = in?(n+1)? gilt.
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D.3 Substitution

Wie bei Differentialgleichungen oder Integralen kann manchmal eine geschickte Sub-
stitution auf einen einfacheren Fall fithren, den man l6sen kann.

D.3.1 Beispiel: MergeSort

Tn)=T(2)+T([%])+n—-1,n>1,T(1)=0

Betrachte nur Zweierpotenzen n = 2™ und setze S(m) = T'(2™). Dann erfiillt S die
Rekursionsgleichung

S(m)=28(m—1)+2" -1, m>0, S(0)=0

Dies ist eine lineare Rekursionsgleichung, die wir geméfl B.4.3 16sen konnen. Die all-
gemeine Losung ist S(m) = m2™ + 1+ a 2™ mit o € R. Aus der Anfangsbedingung
S(0) = 0 folgt @ = —1, also S(m) = m 2™+ 1 —2™. Durch Riicktransformation ergint
sich T'(n) = n logyn + 1 — n fiir alle n, die Zweierpotenzen sind.

D.4 Vereinfachung von Rekursionsgleichungen mit
voller Geschichte

Eine Rekursionsgleichung mit voller Geschichte ist eine, deren rechte Seite R(T,n)
von allen Werten T'(m) mit m < n tatschlich abhéingt. In manchen Fillen kann man
sie in eine Rekursionsgleichung mit kiirzerer Geschichte umformen, die man vielleicht
einfacher 16sen kann.

D.4.1 Beispiel

n—1
T(n) = ZT(j) +a,n>1, T(1) = a, wobeia,a € R
j=1
Fiir n > 2 gilt T(n) = T(n—1) = X012 T(j) + a— (X, T(j) +a) = T(n— 1), also
T(n)—2T(n—1)=0,und T(2) =T(1) + a = a + a. Setzt man S(m) = T(m + 2)
fiir m > 0, so erfiillt S die Rekursionsgleichung

S(m)—2S(m—1)=0 fir m >1und S(0) =T(2)

Nach B.2.4 hat diese Gleichung die allgemeine Losung c¢2™; aus den Anfangsbedin-
gungen folgt ¢ = T'(1) + a. Damit ergibt sich T'(n) = S(n — 2) = (a + a) 2"~ 2 als
Losung der urspriinglichen Rekursionsgleichung.

Beachte, daf} sich durch die Substitution fiir n = 2 eine andere Rekursionsgleichung als
fiir n > 2 ergibt. Deswegen setzt man S(m) = T'(m + 2) und nicht S(m) = T'(m+ 1),
und als Anfangsbedingung erhilt man S(0) = T'(2) = T(1) + a = « + a und nicht
S(0) =T(0) = a
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D.4.2 Beipiel

n—1

T(n) = % T(G)+n+1firn>1und T(1)=0 (D.1)

j=1
Mit n — 1 statt n lautet die Gleichung
n—2

Tn—1) = 23> T(j)+n firn>2 (D.2)

n—1
j=1

Multiplikation von D.1 mit n und von D.2 mit n — 1 ergibt

nT(n) = 22T(j)+n(n+1)
(n=1)Tn-1) = QZ_:T(j)—l—n(n—l)

und anschlielende Subtraktion der zweiten von der ersten Gleichung liefert
nTn)—(n—-1)Tn-1)=2T(n—-1)+2n
also
T(n) = 2 TMn-1)+2 firn>2 (D.3)
T2) = T(1)+3 (D.4)

Man beachte, daf§ man wiederum fiir n = 2 eine andere Rekursionsgleichung als fiir
n > 2 bekommt, also fiir D.3 die Anfangsbedingung T'(2) = 3.

D.3 kénnen wir mit unseren bisher entwickelten Methoden nicht 16sen, weil diese sich
nur auf Rekursionsgleichungen mit konstanten Koeffizienten bezogen. Wir kénnen
aber einfach einmal den Iterationsansatz probieren.

n+1

T(n) = T(n—1)+2
n
1
-t ( “ T(n—2)+2)+2
n n—1
1 1
SR VO W R
n—1
1 -1 1
S s () O S D S S
n—1\n-2 n
1 1 1
S S N P Vi S L S
n—2 n—1
Das legt die Vermutung nahe, dafl gilt
n+1
n+1 1
Tn)=———Tn-1)+2 1 -
(W= g T =D +2+1) 3, -

j=n—I1+2
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l kann vergroflert werden bis n — [ = 2, also | = n — 2. Das liefert fiir n > 2

n+1
T(n) = "ng(2)+2(n+1)23+2

j=4
n+1
= 2(n+1)2;+n+1

j=4

Durch Einsetzen in D.3 verifiziert man, daf§ 7" tatséchlich eine Losung ist:

n+1 n+1 1
- Tn—1)+2 = p (QRZEJF”)
j=4
"1 n+1
= 2 1 = 1+2
(n+ )Zj+n+ +2
j=4
n+1

q.e.d.

D.4.3 Bemerkung Mit A.2.10a) folgt >-7_, % € O(logn) und somit T' € O(n logn).
Die Rekursionsgleichung D.1 beschreibt die Average-Case-Rechenzeit des Sortieralgo-
rithmus Quicksort.



